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Re´sume´
Soit p un nombre premier, et K un corps de nombres totalement re´el, on calcule
la norme des se´ries d’Iwasawa attache´es aux fonctions L p-adiques des extensions
abe´liennes re´elles de K construites par Pierrette Cassou-Nogue`s et Deligne-
Ribet. On montre que leur µ invariant analytique est nul.
Ce re´sultat permet de montrer la nullite´ du µ-invariant d’Iwasawa pour la Zp-
extension cyclotomique d’une extension abe´lienne M de type CM, abe´lienne
sur un corps de nombres totalement re´el K et dont le conducteur fM/K est
divisible par tous les ide´aux premiers de K au dessus de p. On obtient ainsi une
ge´ne´ralisation du the´ore`me de Ferrero-Washington sur la nullite´ de l’invariant
µ d’Iwasawa pour les corps de nombres totalement abe´liens sur Q.
La preuve utilise la construction de Pierrette Cassou-Nogue`s des fonctions L
p-adiques des corps de nombres totalement re´els via la me´thode de Shintani,
une adaptation multidimentionnelle du the´ore`me de Sinnott reliant la norme
p-adique de la Gamma-transforme´e restreinte dβ, de la mesure p-adique dα
(attache´e a` une fraction rationnelle) a` celle de la mesure dα et enfin la possibilite´
de calculer la norme d’une fonction analytique borne´e sur la boule unite´ ouverte
de Cp en regardant la norme de son polynoˆme d’interpolation sur des translate´s
des racines pℓ-ie`mes de l’unite´.
2 1 INTRODUCTION ET NOTATIONS
1 Introduction et notations.
1.1 Notations ge´ne´rales.
N, Z, Q, Q, R, C de´signent respectivement les entiers naturels, l’anneau des
entiers relatifs, le corps des nombres rationnels, une cloˆture alge´brique de Q,
le corps des nombres re´els et le corps des nombres complexes. On note R+ les
nombres re´els positifs ou nuls et R+ les nombres re´els strictement positifs. Si
s ∈ C on note ℜ(s) la partie re´elle de s.
Si a, b sont deux e´le´ments de Z on note a∧ b le plus grand commun diviseur
de a et b. On pose pour a ∈ R, Z≥a =
{
x ∈ Z | x ≥ a}, et de meˆme Z>a ={
x ∈ Z | x > a}. On note pour des entiers a ≤ b, [a, b] := {x ∈ Z | a ≤ x ≤ b}.
Si I est un ensemble #I est son cardinal.
Soit p un nombre premier, Fp ≃ Z/pZ est le corps premier a` p e´le´ments. Nous
confondons les e´le´ments de Fp avec leurs ante´ce´dents dans Z par la surjection
canonique de Z sur Fp. On note Fp une cloˆture alge´brique de Fp. On pose aussi
q =
{
4 si p = 2
p si p 6= 2.
Soit Qp le corps des nombres p-adiques, le comple´te´ de Q pour la valeur
absolue p-adique, note´e | | et normalise´e par |p| = p−1, cf. [31]; vp( ) de´signe la
valuation p-adique associe´e. L’anneau des entiers p-adiques est note´ Zp et Z
∗
p
de´signe les unite´s de Zp.
Soit Υφ(q) le groupe des racines primitives φ(q)-ie`me de l’unite´ ou` φ de´signe
la fonction indicatrice d’Euler, [16],
(
φ(a) = #
(
Z/aZ
)∗)
.
Le caracte`re de Teichmu¨ller sur Zp est de´fini par:
ω(a) =
{
0 si |a| < 1
υφ(q) ∈ Υφ(q) avec |υφ(q) − a| < 1
On pose
〈t〉 =

t
ω(t)
si t ∈ Z∗p
0 sinon
On note Cp le comple´te´ d’une cloˆture alge´brique de Qp muni de l’unique
valeur absolue p-adique prolongeant celle de Qp, note´e encore | |, cf. [31]. On
associe a` la valeur absolue, | |, sur Cp la valuation vp( ) normalise´es par vp(p) =
1. On note Op son anneau des entiers et Mp son ide´al maximal.
Si a ∈ Cp et ρ ∈ R+
B(a, ρ)− =
{
x ∈ Cp
∣∣ |x− a| < ρ}, B(a, ρ)+ = {x ∈ Cp ∣∣ |x− a| ≤ ρ}
sont les boules ouvertes et ferme´es de Cp de centre a et de rayon ρ. Donc
Op = B(0, 1)
+ et Mp = B(0, 1)
−.
3Sim est un entier strictement positif on de´signe par Υm le groupe des racines
m-ie`mes de l’unite´, par Υ∗m celui des racines primitives m-ie`mes de l’unite´ et
Υp∞ = ∪n≥0Υpn .
On fixe une fois pour toute des plongements ι∞ et ιp de Q dans C et Cp.
Soit K un corps de nombres de degre´ n = [K : Q], avec n = r + 2s ou` r est
le nombre des plongements re´els de K et 2s celui de ses plongements complexes,
on note OK son anneau des entiers. On de´signe par σ1, . . . , σr les plongements
re´els de K. On dit que α ∈ K est totalement positif, α >> 0, si
σi(α) > 0, 1 ≤ i ≤ r
Dans toute la suite K sera un corps totalement re´el de degre´ n sur Q.
Si f est un ide´al entier de K et a ∈ K, on pose
a ≡ 1 mod ∗f ⇐⇒
{
σi(a) > 0 si σi(K) ⊂ R
vp(a− 1) ≥ vp(f), ∀ p ∈ Spec(K)
Soit f un ide´al entier de K, on note
I(0)f = I(0)f (K) = {a ∈ I(0) | a ∧ f = 1}
If = If(K) = {d ∈ I | d = ab−1, a, b ∈ I(0)f }
Pf = {a ∈ K | a >> 0 et a ≡ 1 mod ∗f}
et on pose Rf = If/Pf; c’est le groupe des classes de rayons modulo f, cf.[28].
On confondra Rf avec un syste`me complet de repre´sentants dans le groupe des
ide´aux de K premiers a` f.
Afin de rendre le texte autosuffisant des rappels de the´orie alge´brique des
nombres, de la the´orie de Shintani, d’analyse p-adique ont e´te´ donne´s dans les
annexes A B, C.
2 Re´sultats.
Conside´rons la situation suivante. Soit p un nombre premier on note Λ =
Zp[[T ]]. Soit K un corps de nombres totalement re´el de degre´ n sur Q et soit M
un corps de nombres ve´rifiant les conditions (H-0) et (H-1){
M corps CM, abe´lien sur K, de conducteur f
Υq ⊂ M
(H-0)
f est divisible par tous les ide´aux premiers de K divisant p(H-1)
M∞ = M[Υp∞ ] est la Zp-extension cyclotomique de M, Mn est l’unique
sous-corps de M∞ contenant M laisse´ fixe par p
nZp, donc de degre´ p
n sur M (n
ici est un parame`tre variable qui n’a rien a` voir avec le degre´ de K/Q).
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On note aussi M+ le sous corps re´el maximal de M, M+∞ celui de M∞ et
M+n celui de Mn; M
+
∞ est la Zp-extension cyclotomique de M
+, Gal(M+∞/M) ≃
(Zp,+). La situation est re´sume´e dans le diagramme suivant
h+
n
hn
pnZp
pnZp
Zp
Q
M+
n
M+
∞
M∞
MnZp
M
K
M+
Soit An le p-sous-groupe de Sylow du groupe des classes du corps Mn et soit
A∞ = lim←−
n
An, cf. [44]. K. Iwasawa a montre´ que A∞ est un Λ-module de type
fini, cf. [22], et donc d’apre`s le the´ore`me de structure des Λ-modules, cf. [44],
on a
vp(#An) = en avec en = µpp
n + λpn+ νp, n ≥ n0
On de´finit de meˆme A+n le p-sous-groupe de Sylow du groupe des classes de M
+
et A+∞ = lim←−
n
A+n , on a
vp(#A
+
n ) = e
+
n avec e
+
n = µ
+
p p
n + λ+p n+ ν
+
p , n ≥ n0
K. Iwasawa a conjecture´ que le µp-invariant, µp = µp(M), de´fini ci-dessus
est nul pour certains Λ-module particuliers, [21]. B. Ferrero & L. Washington
ont montre´ que le µ-invariant d’Iwasawa, µp, est nul pour la Zp-extension cy-
clotomique d’un corps de nombres abe´lien sur Q, [12]. W. Sinnott a donne´ une
preuve tre`s simple de leur re´sultat par une me´thode diffe´rente, [38].
Le point cle´ de leur de´monstration est une re´duction du proble`me sous
l’hypothe`se (H-0)–graˆce a` un the´ore`me de B. Ferrero–au calcul de la norme
de se´ries de Taylor attache´es par K. Iwasawa au fonctions L p-adiques de T.
Kubota et H. Leopoldt.
5Dans cet article j’e´tends le re´sultat de Ferrero et Washington au cas de la Zp-
extension cyclotomique, M∞, d’un corps de nombres M ve´rifiant les conditions
(H-0) et (H-1).
P. Deligne et K. Ribet, [9], par une me´thode et Pierrette Cassous-Nogue`s,
[6], par une autre ont construit des fonctions L p-adiques pour un caracte`re de
Dirichlet ge´ne´ralise´ pair, χ, sur le groupe des ide´aux d ’un corps totalement re´el
K, si le conducteur f de χ ve´rifie l’hypothe`se (H-1). Ils ont montre´ qu’en tor-
dant ces fonctions convenablement par un ide´al c elles appartenaient a` l’alge`bre
d’Iwasawa. Ils ont construit la se´rie d’Iwasawa associe´e Z
(c,u)
K,f,p(χ, T ) ∈ Z[χ][[T ]].
N. Katz,[24], et W. Sinnott, [38], ont remarque´ que les formules de Pierrette
Cassou-Nogue`s faisaient apparaˆıtre des fractions rationnelles et qu’on pouvait
donc espe´rer suivre la me´thode de W. Sinnott pour de´montrer une ge´ne´ralisation
du the´ore`me de Ferrero-Washington dans cette situation.
Au chapitre 5 je calcule la norme
∥∥Z(c,u)K,f,p(χ, T )∥∥Ab en suivant la me´thode
de W. Sinnott. La principale difficulte´ pour transposer cette me´thode au cas
d’un corps de base totalement re´el diffe´rent de Q re´side dans les formules de P.
Cassou-Nogue`s qui expriment la se´rie d’Iwasawa Z
(c,u)
K,f,p(χ, T ) a` l’aide d’inte´grales
p-adiques
Z
(c,u)
K,fℓ,p
(χ, T ) =
∑
a∈Rfℓ
χ(a−1)Z
(u)
K,fℓ,p
(a−1, c, T )
= (−1)n
∑
a∈Rfℓ
χ(a−1)(1 + T )−Lu
(
NK/Q(a)
)
ω(NK/Q(a))
∑
j∈Jfℓ
∑
x∈Rfℓ (j,a)
∫
Znp
(1 + T )
Lu
(
NK/Q
(
L∗j (x+t)
))
dα
(j,x)
a−1,c,fℓ
(t)
De manie`re explicite
Z
(c,u)
K,fℓ,p
(χ, T ) = (−1)n
∑
a∈Rf
χ(a−1)(1 + T )−Lu
(
NK/Q(a)
)
ω(NK/Q(a))
∑
j∈Jf
∑
x∈Rf(j,a)
lim
h→∞
c−1∑
δ=1
ph−1∑
r1=0
· · ·
ph−1∑
rn=0
( n∏
k=1
z
δ(xk+rk)
j,k
1− zδphj,k
)
×
× (1 + T )[Lu(NK/Q(
∑n
k=1(xk+rk)vj,k))]
ou` pour chaque j ∈ Jf et chaque k ∈ [1, n] zj,k sont des racines primitives
c-ie`mes de l’unite´, les vj,k sont des entiers du corps K totalement positifs et
appartenant a` l’ide´al f
∏
afrak∈Rf
a, Rf; f est un conducteur de χ ve´rifiant la
condition (H-1), Jf, Rf(j, a) sont des ensembles finis; Toutes ces quatite´s sont
de´finies dans l’annexe B.
On voit sur ces formules que les variables d’inte´gration, (t1, . . . , tn)–ou ce qui
revient au meˆme les entiers (r1, . . . , rn)–n’apparaissent pas line´airement dans les
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exposants ce qui empeˆche d’appliquer la ge´ne´ralisation de la the´orie de Sinnott
que je de´veloppe au chapitre 4 pour calculer
∥∥Z(c,u)K,f,p(χ, T )∥∥Ab . Pour pouvoir
utliser les re´sultats du chapitre 4 je line´arise les exposants.
On construit au chapitre 5 des approximations, Yfℓ(χ, c, T ) et Xfℓ(χ, c, T ) de
la fonction Z
(c,u)
K,f,p(χ, T ), modulo
(
(1 + T )p
ℓ − 1)ZχZ[χ][[T ]], ou` Zχ =∥∥Z(c,u)K,f,p(χ, T )∥∥Ab = supT<1 ∣∣Z(c,u)K,f,p(χ, T )∣∣.
Le conducteur fℓ est choisi de telle sorte que
• Yfℓ(χ, c, T ) et Xfℓ(χ, , c, T ) ont meˆme norme que Z(c,u)K,f,p(χ, T )
• Z(c,u)K,f,p(χ, T ) =
pℓ−1∑
k=0
bk,ℓ(1 + T )
k +
(
(1 + T )p
ℓ − 1)Gℓ(T )
avec sup0≤k≤pℓ−1−1|bk,ℓ| =
∥∥Z(c,u)K,f,p(χ, T )∥∥Ab
et
∥∥Gℓ(T )∥∥Ab ≤ ∥∥Z(c,u)K,f,p(χ, T )∥∥Ab , [4] ou [32]
• ces fonctions aient une expression a` l’aide d’inte´grales p-adiques ou` les
variables d’inte´gration apparaissent line´airement
On construit au chapitre 5 une fonction analytique p-adique, Gfℓ(χ, c, T ),
dont la Gamma-transforme´e restreinte -de´finie a` l’annexe C- a la meˆme norme
que Xfℓ(χ, c, T ). Cette fonction sera justiciable de la ge´ne´ralisation de la the´orie
de Sinnott expose´e au chapitre 4 que nous re´sumons au paragraphe suivant.
Cette ge´ne´ralisation nous permet d’en calculer la norme.
La Gamma-transforme´e restreinte des mesures p-adiques a` d variables (de´fi-
nition C.13 page 91) est de´finie de la manie`re suivante. Si u est un ge´ne´rateur
topologique de 1 + qZp on note Lu(t) = − log(t)
log(u)
ou` le logarithme est le loga-
rithme p-adique d’Iwasawa normalise´ convenablement.
Si dα est une mesure sur Zdp dont le support ve´rifie des conditions ad-hoc, la
Gamma-transforme´e restreinte, dβ, de dα est l’unique mesure sur Zdp telle que∫
Zdp
(1 + T )Lu(t1+···+td)dα(t1, . . . , td) =
∫
Zdp
(1 + T )t1+···+tddβ(t1, . . . , td)
Si la mesure dα est associe´e a` une fraction rationnelle a` n variables
F (T1, . . . , Td) :=
∫
Zdp
(1 + T1)
t1 . . . (1 + Td)
tddα(t1, . . . , td)
soumise a` des conditions H-6 page 31 assez strictes. Ces conditions e´vitent en
particulier que la fonction F (T, . . . , T ) ne soit nulle modulo p si F (T1, . . . , Td)
ne l’est pas.
7Sous ces conditions on peut calculer la norme de la fonction analytique
borne´e
Fβ(T ) =
∫
Zdp
(1 + T )t1+···+tddβ(t1, . . . , td)
en fonction de la norme de la fonction analytique borne´e
Fα˜(T ) =
∑
I⊂{1,...,d}
∫
Zdp
(1 + T )κI(1)t1+···+κI(d)tddα(t1, . . . , td)
ou` κI(i) =
{
+1 si i ∈ I
−1 si i /∈ I , cf. le the´ore`me 4.8.
Ce re´sultat permet de montrer au the´ore`me 5.14 que∥∥∥ 1
2n
Z
(c,u)
K,f,p(χ, T )
∥∥∥
Ab
= 1
A` partir de ce re´sultat il est facile de montrer au chapitre 6, en suivant la
re´duction de B. Ferrero de´ja` mentionne´e, que comme dans le cas abe´lien sur Q
on µp = µp(M) = 0 sous les hypothe`ses (H-0) et (H-1).
Ensuite des arguments ge´ne´raux permettent de ge´ne´raliser le re´sultat a` des
extensions abe´liennes M′ du corps totalement re´els K contenues dans un corps M
abe´lien sur K de type CM et ve´rifiant les conditions (H-0) et (H-1). L’absence
d’un the´ore`me de type Kronecker-Weber dans cette situation ne me permet pas
d’aller plus loin.Ce re´sultat constitue une ge´ne´ralisation du the´ore`me de Ferrero-
Washington [12] pour les Zp-extensions cyclotomiques des corps de nombres
totalement re´els.
Il y a d’autres re´sultats d’annulation de µ-invariants analytiques d’Iwasawa
dans la litte´rature. On peut se demander si la me´thode de´veloppe´e ci-apre`s
permet de les retrouver ou de les ge´ne´raliser.
En particulier peut-on de´montrer par cette me´thode le re´sultat d’annulation
de µ-invariant d’Hida, [18], pour les fonctions L p-adiques de Katz associe´es a`
un corps CM en utilisant la preuve de P. Colmez, [8], d’alge´bricite´ des valeurs
spe´ciales de ces fonctions?
Peut-on transposer la preuve de W. Sinnott [39] du re´sultat de L. Washing-
ton, [45], sur le comportement de la ℓ partie, ℓ 6= p, du nombre de classe dans
la tour cyclotomique d’un corps totalement re´el?
Je remercie Thong Nguyen Quang Do et David Solomon sans qui cet article
n’aurait probablement jamais e´te´ re´dige´. Une bourse de la DFG et l’hospitalite´
chaleureuse de l’Universite´ de Mu¨nster et de Siegfried Bosch m’avaient permis
il y a bien longtemps de re´fle´chir sur ce proble`me, qu’ils en soient remercie´s.
L’inte´reˆt de l’e´quipe de the´orie des nombres de Paris 13 et spe´cialement de
Jacques Tilouine pour ce travail m’a encourage´ a` perse´ve´rer dans sa re´daction.
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3 Fonctions zeta partielles p-adiques.
Fixons un nombre premier p. On construit dans ce chapitre en suivant Pierrette
Cassou-Nogue`s, [6], une fonction analytique p-adique qui interpole les valeurs
ζ
f
(a−1, c, 1 −m), m ∈ Z≥1 pour m ≡ 0 mod φ(q). Les rappels ne´cessaires de
the´orie de Shintani sont rappele´s en dans l’annexe B.
On fera dans toute la suite de l’article l’hypothe`se (H-1) page 3 sur l’ide´al
f que nous rappelons
(H-1) p ∈ I(0), p | p =⇒ p | f
On de´finit dans l’annexe B la fonction zeta partielle d’une classe de rayons
modulo f
ζf(a
−1, s) =
∑
b∼
f
a−1
1
NK/Q(b)s
ou` b∼
f
a−1 signifie que b et a−1 ont la meˆme image dans le groupe des classes
de rayons modulo f, cf. [28].
Si c est un ide´al entier de K ve´rifiant les conditions (H-2) page 75 que l’on
rappelle
(H-2)

(i) c ∧ f = 1, c ∧ D = 1
(ii) c ∧ (vj,k) = 1, ∀ j ∈ J et ∀ k ∈ {1, . . . , n}
(iii) OK/c ≃ Z/cZ, ou` cZ = c ∩ Z, c > 0
(iiii) c premier avec les de´nominateurs des xk de´finis en (33)
on pose
ζf(a
−1, c, s) = NK/Q(c)
1−sζf(a
−1c−1, s)− ζf(a−1, s)
Cette fonction se preˆte mieux a` l’interpolation p-adique que la fonction ζf(a
−1, s)
car c’est une fonction entie`re de s.
P. Deligne et K. Ribet d’une part, [9], et Pierrette Cassou-Nogue`s d’autre
part, [6], ont montre´ qu’il existe une unique fonction analytique p-adique sur la
boule B
(
1, qp−
1
p−1
)− ⊂ Cp, note´e ζf,p(a−1, c, s), telle que
ζ
f,p
(a−1, c, 1−m) = ζ
f
(a−1, c, 1−m), m ∈ Z≥1, m ≡ 0 mod φ(q)
voir aussi [4]. Cette fonction est appele´e la fonction zeta partielle (tordue)
p-adique de la classe de rayons de a−1 modulo f.
Si f =
∏
p | p p on pose
ζ
K,p
(s) :=
1
N(c)s−1 − 1
∑
a∈Rf
ζ
f,p
(a−1, c, s), s ∈ B(1, qp− 1p−1 )−
9Soit χ est un caracte`re de Dirichlet ge´ne´ralise´ pair sur If, on pose
LK,p(χ, s) =
1
χ(c)N(c)s−1 − 1
∑
a∈Rf
χ(a−1)ζ
f,p
(a−1, c, s), s ∈ B(1, qp− 1p−1 )−
Les fonctions ζ
K,p
(s) et LK,p(χ, s) sont appele´es respectivement la fonction zeta
p-adique de K et la fonction L p-adique de Dirichlet ge´ne´ralise´e de K associe´e
au caracte`re χ sur I(0)f .
P. Deligne, K.Ribet et P. Cassou-Nogue`s ont montre´ de plus que la fonction
Cp ⊃ B
(
0, qp−
1
p−1
)− −→ Cp
s 7−→ ζ
f,p
(a−1, c, s)
est une fonction de l’alge`bre d’Iwasawa, [34].
C’est a` dire que pour tout choix d’un ge´ne´rateur topologique u de 1 + qZp
il existe une se´rie de Taylor Z
(u)
K,f,p(a
−1, c, T ) ∈ Zp[[T ]] telle que
Z
(u)
K,f,p(a
−1, c, us − 1) = ζ
f,p
(a−1, c, s), ∀ s ∈ B(1, qp− 1p−1 )−
Afin de disposer de formules adapte´es a` mes besoins je done ci-dessous une
de´monstration de ce re´sultat par une me´thode essentiellement e´quivalente a` celle
de Pierrette Cassou-Nogue`s, cf. [6]. J’utilise donc la me´thodes de T. Shintani,
cf. [37], pour exprimer les valeurs aux entiers ne´gatifs de ζf,p(a
−1, c, s), cf.
corollaire B.16 page 82.
Au chapitre 5.2 je calcule la norme
∥∥Z(c,u)K,f,p(T )∥∥Ab = sup|T |<1 ∣∣Z(c,u)K,f,p(T )∣∣ de
la se´rie d’Iwasawa
(T − q)Z(u)K,f,p(T ) = (T − q)
1(
1+T
u
)−Lu(N(c) − 1
∑
a∈Rf
Z
(u)
K,f,p(a
−1, c, T )
associe´e a` la fonction zeta p-adique du corps totalement re´el K, ζK,p(s), ainsi
que celle des se´ries d’Iwasawa
Z
(u)
K,f,p(χ, T ) =
1
χ(c)
(
1+T
u
)−Lu(N(c) − 1
∑
a∈Rf
χ(a−1)Z
(u)
K,f,p(a
−1, c, T )
=
Z
(c,u)
K,f,p(χ, T )
χ(c)
(
1+T
u
)−Lu(N(c) − 1
associe´es aux fonctions L p-adiques du corps totalement re´el K, LK,p(χ, s) pour
un caracte`re de Dirichlet ge´ne´ralise´ pair de conducteur f, cf. le the´ore`me 5.14
page 56.
Ce re´sultat constitue une ge´ne´ralisation directe du the´ore`me de Ferrero
Washington, cf. the´ore`me 6.4 chapitre 6.
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Notations 3.1. Nous gardons dans toute la suite les notations du chapitre B.
On suppose que l’on a une de´composition, (Cj)j∈J (J = Jf de´pend de f), en
coˆnes simpliciaux semi-ouverts Q-rationnels de dimension n d’un domaine fon-
damental de Rn+/E+(f). On note
(
vj,k
)
1≤k≤n
une base du coˆne Cj . Nous faisons
aussi de manie`re permanente l’hypothe`seH-3 ci-dessous sur les ge´ne´rateurs vj,k
des coˆnes dans la de´composition de Shintani de Rn+/E+(f)
(H-3) ∀ j ∈ Jf, ∀ 1 ≤ k ≤ n, vj,k ∈ f
∏
a∈Rf
a
On pose Rf(j, a) = R(j, a) comme au lemme A-B.5, c’est a` dire que
Rf(j, a) = R(j, a) ={
x =
r(j)∑
k=1
xkvj,k | xk ∈ Q+, 0 < xk ≤ 1, x ∈ a, x ≡ 1 mod ∗f
}
3.1 Pre´liminaires.
Notons que la remarque B.3 page 77 s’applique. autrement dit dans toutes
les formules qui suivent on peut pour chaque x ∈ R(j, a) choisir une unite´
εj,x ∈ E+(f) et remplacer dans la formule pre´ce´dente vj,k par εj,xvj,k sans
changer les re´sultats.
A` partir du corollaire B.16 on obtient le lemme suivant
Lemme 3.1. Pour tout entier m ∈ Z≥0 et pour tout n-uplet (M1, . . . ,Mn) ∈
Zn≥1, les valeurs aux entiers ne´gatifs de ζf(a
−1, c, s) sont donne´es par
ζ
f
(a−1, c, 1 −m) = N(a)1−m
∑
j∈Jf
∑
x∈Rf(j,a)
c−1∑
δ=1
M1−1∑
r1=0
· · ·
Mn−1∑
rn=0
e
(
Tr(δνx)
)×
×
Coef
[
ym−1
](
(m− 1)!)n
{ n∏
k=1
e
(
Tr(δνrkvj,k)
)
exp
(− (xk + rk)Lj,k(y1, . . . , yn))
1− e(Tr(Mkδνvj,k)) exp (−MkLj,k(y1, . . . , yn))
}
De´monstration: On a
M1−1∑
r1=0
· · ·
Mn−1∑
rn=0
n∏
k=1
e
(
Tr(δν(xk + rk)vj,k)
)
exp
(− (xk + rk)Lj,k(y))
1− e(Tr(Mkδνvj,k)) exp (−MkLj,k(y)) =
= e
(
Tr(δνx)
) n∏
k=1
1− e(Tr(Mkδνvj,k)) exp (−MkLj,k(y))
1− e(Tr(δνvj,k)) exp (− Lj,k(y)) ×
×
exp
(− xkLj,k(y))
1− e(Tr(Mkδνvj,k)) exp (−MkLj,k(y))
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et donc
M1−1∑
r1=0
· · ·
Mn−1∑
rn=0
e
(
Tr(δνx)
) n∏
k=1
e
(
Tr(δνrkvj,k)
)
exp
(− (xk + rk)Lj,k(y))
1− e(Tr(Mkδνvj,k)) exp (−MkLj,k(y)) =
= e
(
Tr(δνx)
n∏
k=1
exp
(− xkLj,k(y))
1− e(Tr(δνvj,k)) exp (− Lj,k(y))
On conclut alors graˆce au corollaire B.16
Notation 3.2. On posera pour h ≥ 0
(1) ζ
f,h
(a−1, c, 1−m) =
= N(a)1−m
∑
j∈Jf
∑
x∈Rf(j,a)
c−1∑
δ=1
(−1)n(m−1)
ph−1∑
r1=0
· · ·
ph−1∑
rn=0
e
(
Tr(δνx)
)×
×
n∏
k=1
e
(
Tr(δνrkvj,k)
)
1− e(Tr(phδνvj,k))
(
NK/Q
( n∑
k=1
(xk + rk)vj,k
))m−1
The´ore`me 3.2. Dans Qp on a pour tout n-uplet d’entiers strictement positifs
(M1, . . . ,Mn) avec Mk ∧ c = 1 pour 1 ≤ k ≤ n
ζ
f
(a−1, c, 1−m) =
N(a)1−m
∑
j∈J
∑
x∈R(j,a)
c−1∑
δ=1
(−1)n(m−1) lim
h→∞
M1p
h−1∑
r1=0
· · ·
Mnp
h−1∑
rn=0
e
(
Tr(δνx)
)×
×
n∏
k=1
e
(
Tr(δνrkvj,k)
)
1− e(Tr(Mkphδνvj,k))
(
NK/Q
( n∑
k=1
(xk + rk)vj,k
))m−1
ou` la limite est une limite p-adique.
Notations 3.3. On posera dans toute la suite
L∗j(t) = L
∗
j(t1, . . . , tn) =
n∑
k=1
tkvj,k
L
∗,(i)
j (t) = L
∗,(i)
j (t1, . . . , tn) =
n∑
k=1
tkv
(i)
j,k
De´monstration: Le plongement ιp de Q dans Cp permet de conside´rer que
pour tout Mk ∈ Z≥1, 1 ≤ k ≤ n, on a
N(a)1−m
∑
j∈J
∑
x∈R(j,a)
c−1∑
δ=1
M1−1∑
r1=0
· · ·
Mn−1∑
rn=0
e
(
Tr(δνx)
)×
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×
n∏
k=1
e
(
Tr(δνrkvj,k)
)
exp
(− (xk + rk)Lj,k(y1, . . . , yn))
1− e(Tr(Mkδνvj,k)) exp (−MkLj,k(y1, . . . , yn)) ∈ Cp[[y1, . . . , yn]]
et que ζ
f
(a−1, c, 1−m) ∈ Cp.
Dans le lemme 3.1 remplac¸ons Mk par Mkp
h, il vient
ζ
f
(a−1, c, 1 −m) =
= N(a)1−m
∑
j∈J
∑
x∈R(j,a)
c−1∑
δ=1
M1p
h−1∑
r1=0
· · ·
Mnp
h−1∑
rn=0
e
(
Tr(δνx)
)×
×
Coef
[
ym−1
](
(m− 1)!)n
{ n∏
k=1
e
(
Tr(δνrkvj,k)
)
exp
(− (xk + rk)Lj,k(y))
1− e(Tr(Mkphδνvj,k)) exp (−MkphLj,k(y))
}
Le premier membre ne de´pend pas de h on a pour la topologie de la convergence
simple des coefficients dans Cp[[y1, . . . , yn]] on a dans Cp
ζ
f
(a−1, c, 1 −m) =
= N(a)1−m
∑
j∈J
∑
x∈R(j,a)
c−1∑
δ=1
lim
h→∞
M1p
h−1∑
r1=0
· · ·
Mnp
h−1∑
rn=0
e
(
Tr(δνx)
)×
×
Coef
[
ym−1
](
(m− 1)!)n
{ n∏
k=1
e
(
Tr(δνrkvj,k)
)
exp
(− (xk + rk)Lj,k(y))
1− e(Tr(Mkphδνvj,k)) exp (−MkphLj,k(y))
}
Or pour la topologie naturelle de Cp[[y1, . . . , yn]] on a
lim
h→∞
exp
(−MkphLj,k(y)) = 1
et l’hypothe`se Mk ∧ c = 1, pour 1 ≤ k ≤ n implique que
e
(
Tr(Mkp
hδνvj,k)
) 6= 1
Donc dans Cp[[y]] on a
lim
h→∞
n∏
k=1
e
(
Tr(δνrkvj,k)
)
exp
(− (xk + rk)Lj,k(y))
1− e(Tr(Mkphδνvj,k)) exp (−MkphLj,k(y)) =
=
n∏
k=1
e
(
Tr(δνrkvj,k)
)
exp
(− (xk + rk)Lj,k(y))
1− e(Tr(Mkphδνvj,k))
Par conse´quent
ζ
f
(a−1, c, 1 −m) = N(a)1−m
∑
j∈J
∑
x∈R(j,a)
c−1∑
δ=1
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lim
h→∞
M1p
h−1∑
r1=0
· · ·
Mnp
h−1∑
rn=0
e
(
Tr(δνx)
) n∏
k=1
(
e
(
Tr(δνrkvj,k)
)
1− e(Tr(Mkphδνvj,k))
)
×
×Coef
[
(y1 . . . yn)
m−1(
(m− 1)!)n
]{
exp
(− n∑
k=1
(xk + rk)Lj,k(y)
)}
autrement dit
ζ
f
(a−1, c, 1−m) = N(a)1−m
∑
j∈J
∑
x∈R(j,a)
c−1∑
δ=1
lim
h→∞
M1p
h−1∑
r1=0
· · ·
Mnp
h−1∑
rn=0
e
(
Tr(δνx)
) n∏
k=1
(
e
(
Tr(δνrkvj,k)
)
1− e(Tr(Mkphδνvj,k))
)
×
×Coef
[
(y1 . . . yn)
m−1(
(m− 1)!)n
]{∑
ℓ≥0
(
−∑nk=1(xk + rk)Lj,k(y))ℓ
ℓ!
}
Il est clair que le coefficient de
(y1 . . . yn)
m−1(
(m− 1)!)n ne se trouve que dans le terme
N(a)1−m
∑
j∈J
∑
x∈R(j,a)
c−1∑
δ=1
lim
h→∞
M1p
h−1∑
r1=0
· · ·
Mnp
h−1∑
rn=0
e
(
Tr(δνx)
) n∏
k=1
(
e
(
Tr(δνrkvj,k)
)
1− e(Tr(Mkphδνvj,k))
)
×
×
{(−∑nk=1(xk + rk)Lj,k(y1, . . . , yn))n(m−1)(
n(m− 1))!
}
Avec la notation L∗, la valeurs de ζ
f
(a−1, c, 1 −m) s’obtient de la manie`re
suivante
ζ
f
(a−1, c, 1−m) = N(a)1−m
∑
j∈J
∑
x∈R(j,a)
c−1∑
δ=1
lim
h→∞
M1p
h−1∑
r1=0
· · ·
Mnp
h−1∑
rn=0
e
(
Tr(δνx)
)( n∏
k=1
e
(
Tr(δνrkvj,k)
)
1− e(Tr(Mkphδνvj,k))
)
×
×
Coef
[
ym−1
](
(m− 1)!)n
{(−∑ni=1 yiL∗,(i)j (x1 + r1, . . . , xn + rn))n(m−1)(
n(m− 1))!
}
Il devient alors e´vident que
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ζ
f
(a−1, c, 1 −m) = N(a)1−m
∑
j∈J
∑
x∈R(j,a)
c−1∑
δ=1
lim
h→∞
M1p
h−1∑
r1=0
· · ·
Mnp
h−1∑
rn=0
e
(
Tr(δνx)
) n∏
k=1
(
e
(
Tr(δνrkvj,k)
)
1− e(Tr(Mkphδνvj,k))
) (
(m− 1)!)n(
n(m− 1))!×
×
(
n(m− 1)
m− 1, . . . ,m− 1︸ ︷︷ ︸
n termes
) n∏
i=1
(
− L∗,(i)j (x1 + r1, . . . , xn + rn)
)(m−1)
Donc finalement on trouve
ζ
f
(a−1, c, 1 −m) =
= (−1)n(m−1)N(a)1−m
∑
j∈J
∑
x∈R(j,a)
c−1∑
δ=1
lim
h→∞
M1p
h−1∑
r1=0
· · ·
Mnp
h−1∑
rn=0
n∏
k=1
(
e
(
Tr(δν(xk + rk)vj,k)
)
1− e(Tr(Mkphδνvj,k))
)
NK/Q
(
L∗j,k(x1 + r1, . . . , xn + rn)
)(m−1)
On remplace ensuite L∗j,k(x1+ r1, . . . , xn+ rn) par sa de´finition et on obtient le
the´ore`me.
Ce re´sultat est, comme il est bien connu, strictement e´quivalent a` celui de
Pierrette Cassou-Nogue`s dans [6] graˆce au lemme suivant (pour la notation
∫
Zp
cf. [44] ou chapitre C):
Lemme 3.3. Soit f ∈ C(Zp,Cp) et soit z une racine primitive c-ie`me de l’unite´
avec (c, p) = 1. On pose
∫
Zp
f(t)dα(t) = lim
h→∞
ph−1∑
a=0
za
1− zph f(a)
λn(f) = λn =
n∑
k=0
(−1)n−k
(
n
k
)
f(k)
alors ∫
Zp
f(t)dα(t) =
∑
k≥0
λk
zk
(1− z)k+1
De´monstration: Conside´rons la se´rie de Taylor
∑
n≥0
f(n)T n qui est une fonc-
tion analytique p-adique sur B(0, 1)−. D’apre`s le the´ore`me d’Amice-Fresnel,
[31], c’est un e´le´ment analytique p-adique sur Cp −B(0, 1)−. En fait si T ∈ Cp
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et |T | < 1 on a graˆce au the´ore`me de Mahler, [31],
Ff (T ) =
∑
n≥0
f(n)tn =
∑
k≥0
λk
T k
(1− T )k+1
Par ailleurs d’apre`s le the´ore`me de Christol-Robba, [31], on a si |T − 1| ≥ 1
Ff (T ) = lim
h→∞
∑ph−1
n=0 f(n)T
n
1− T ph
En particulier si z est une racine primitive c-ie`me de l’unite´ avec (c, p) = 1 on a
Ff (z) =
∑
k≥0
λk
zk
(1− z)k+1 = limh→∞
∑ph−1
n=0 f(n)z
n
1− zph
A` partir de ce lemme l’e´quivalence entre les deux formulations est imme´diate.
3.2 Construction des fonction zeta partielles p-adiques
Dans ce paragraphe nous donnons la construction de Pierrette Cassou-Nogue`s
des fonctions zeta partielles tordues p-adiques pour un corps totalement K. La
remarque B.3 page 77 s’applique. On a le the´ore`me suivant, [6], [9]:
The´ore`me 3.4 (P. Deligne & K. Ribet, P. Cassou-Nogue`s). Soient K
un corps totalement re´el, p un nombre premier, f un ide´al entier de K divisible
par tous les ide´aux premiers de K au dessus de p.
Il existe alors une unique fonction analytique p-adique sur B
(
1, qp−
1
p−1
)−
a`
valeurs dans Cp
s 7−→ ζ
f,p
(a−1, c, s)
telle que
ζ
f,p
(a−1, c, 1−m) = ζ
f
(a−1, c, 1−m), ∀m ∈ Z≥1, m ≡ 0 mod φ(q)
De´monstration: Rappelons que si a ∈ Z∗p, alors la fonction
Cp ⊃ B
(
1, qp−
1
p−1
)− −→ Cp
s 7−→ 〈a〉s :=
(ω(a)
a
)s
est une fonction analytique p-adique.
Conside´rons alors pour s ∈ B(1, qp− 1p−1 )− et h ∈ Z≥0
(2) (−1)nζ
f,p,h
(a−1, c, s) =
(
NK/Q(a)
ω
(
NK/Q(a)
))sω((NK/Q(a))×
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×
c−1∑
δ=1
∑
j∈J
∑
x∈R(j,a)
ph−1∑
r1=0
· · ·
ph−1∑
rn=0
e
(
Tr(δνx)
)×
×
( n∏
k=1
e
(
Tr(δνrkvj,k)
)
1− e(Tr(Mkphδνvj,k))
)(
NK/Q(
n∑
k=1
(xk + rk)vj,k)
)−s
Il est clair sur la formule (2) que
ζ
f,p,h
(a−1, c, 1−m) = ζ
f,h
(a−1, c, 1−m), ∀m ∈ Z≥1, m ≡ 0 mod φ(q)
ou` ζ
f,h
(a−1, c, 1−m) a e´te´ de´finie en (1).
Par de´finition de R(j, a), NK/Q
(∑n
k=1(xk + rk)vj,k
) ∈ 1 + qZp et donc si
p 6= 2
s 7−→
(
NK/Q
( n∑
k=1
(xk + rk)vj,k
))−s
est une fonction analytique p-adique sur B
(
1, qp−
1
p−1
)−
.
Si p = 2 on conside`re l’interpolation p-adique de
m 7−→
(
NK/Q
( n∑
k=1
(xk + rk)vj,k
))1−m
, m ≡ 0 mod 2Z
c’est a` dire celle de
m′ 7−→
(
NK/Q
( n∑
k=1
(xk + rk)vj,k
))1−2m′
, m′ ∈ Z≥1
il est bien connu que cette fonction admet un prolongement analytique p-adique
sur B
(
1, qp−
1
p−1
)−
= B(1, 2)−.
Ces remarques suffisent a` montrer que
s 7−→ ζ
f,p,h
(a−1, c, s)
est une fonction analytique p-adique sur B
(
1, qp−
1
p−1
)−
.
Par ailleurs limh→∞ ζf,p,h(a
−1, c, s) existe sur B
(
1, qp−
1
p−1
)−
et elle est uni-
forme sur B(1, ρ)+ avec 0 < ρ < qp−
1
p−1 . En effet:
(−1)n(ζ
f,p,h+1
(a−1, c, s)− ζ
f,p,h
(a−1, c, s)
)
=(
NK/Q(a)
ω
(
NK/Q(a)
))sω(NK/Q(a)) c−1∑
δ=1
∑
j∈J
∑
x∈R(j,a)
{
ph+1−1∑
r1=0
· · ·
ph+1−1∑
rn=0
e
(
Tr(δνx)
) n∏
k=1
(
e
(
Tr(δνrkvj,k)
)
1− e(Tr(ph+1δνvj,k))
)(
NK/Q
( n∑
k=1
(xk + rk)vj,k
))−s
−
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−
ph−1∑
r1=0
· · ·
ph−1∑
rn=0
e
(
Tr(δνx)
) n∏
k=1
(
e
(
Tr(δνrkvj,k)
)
1− e(Tr(phδνvj,k))
)
×
×
(
NK/Q
( n∑
k=1
(xk + rk)vj,k
))−s}
On e´crit
rk ∈ [0, ph+1 − 1]; rk = r′k + jph, r′k ∈ [0, ph − 1] et 0 ≤ j ≤ p− 1
Avec cette notation il vient en posant r = (r1, . . . , rn), j = (j1, . . . , jn)
(−1)n(ζ
f,p,h+1
(a−1, c, s)− ζ
f,p,h
(a−1, c, s)
)
=(
NK/Q(a)
ω
(
NK/Q(a)
))sω(NK/Q(a)) c−1∑
δ=1
∑
j∈J
∑
x∈R(j,a)∑
r∈[0,ph−1]n
∑
j∈[0,p−1]n
j 6=0
e
(
Tr(δνx)
)( n∏
k=1
e
(
Tr(δν(r′k + jkp
h)vj,k)
)
1− e(Tr(ph+1δνvj,k))
)
×
×
{(
NK/Q
( n∑
k=1
(xk + r
′
k + jp
h)vj,k
))−s
−
(
NK/Q
( n∑
k=1
(xk + r
′
k)vj,k
))−s}
Or comme j1, . . . , jn ne sont pas tous nuls on a∣∣∣∣(NK/Q( n∑
k=1
(xk + r
′
k + jp
h)vj,k
))−s
−
(
NK/Q
( n∑
k=1
(xk + r
′
k)vj,k
))−s∣∣∣∣ =
=
∣∣∣(NK/Q( n∑
k=1
(xk + r
′
k)vj,k
))−s∣∣∣ · ∣∣∣1−NK/Q(1 + jph∑nk=1 vj,k∑n
k=1(xk + r
′
k)vj,k
)−s∣∣∣
La de´finition de x ∈ R(j, a) et les hypothe`ses (H-3) impliquent alors que
∣∣∣∣(NK/Q( n∑
k=1
(xk + r
′
k + jp
h)vj,k
))−s
−
(
NK/Q
( n∑
k=1
(xk + r
′
k)vj,k
))−s∣∣∣∣ ≤
≤
∣∣∣(NK/Q( n∑
k=1
(xk + r
′
k)vj,k
))−s∣∣∣∣∣∣∣∑
ℓ≥1
(−s
ℓ
)(
ph
)ℓ
ηℓ
∣∣∣∣
ou` |η| ≤ maxj,k|vj,k| ≤ p−1 et donc finalement∣∣ζ
f,p,h+1
(a−1, c, s)− ζ
f,p,h
(a−1, c, s)
∣∣ ≤ p−h−1M(s)
M(s) ∈ R+, M(s) ≤M(ρ) < +∞, pour |s| ≤ ρ < qp− 1p−1
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Ces ine´galite´s prouvent la convergence uniforme sur la boule B(1, ρ)+, avec
ρ < qp−
1
p−1 , de la suite
h 7−→ ζ
f,p,h
(a−1, c, s)
Donc si l’on pose
ζ
f,p
(a−1, c, s) = lim
h→∞
ζ
f,p,h
(a−1, c, s)
on vient de montrer que ζ
f,p
(a−1, c, s) est une fonction analytique p-adique sur
B
(
1, qp−
1
p−1
)−
et on a montre´ un peu plus haut que
ζ
f,p
(a−1, c, 1−m) = ζ
f
(a−1, c, 1−m), m ∈ Z≥1, m ≡ 0 mod φ(q)
L’unicite´ de la fonction s 7→ ζ
f,p
(a−1, c, s) provient de ce que
{
m ∈ Z≥1, m ≡ 0
mod φ(q)
}
posse`de un point d’accumulation dans Zp, le principe du prolonge-
ment analytique donne alors le re´sultat.
The´ore`me 3.5 (P. Deligne & K. Ribet, P. Cassou-Nogue`s). Pour tout
ge´ne´rateur topologique u du groupe multiplicatif U1 = 1 + qZp, il existe une
unique se´rie de Taylor
Z
(u)
K,f,p(a
−1, c, T ) ∈ Zp[[T ]]
telle que pour tout s ∈ B(1, qp− 1p−1 )− on ait
Z
(u)
K,f,p(a
−1, c, us − 1) = ζ
f,p
(a−1, c, s)
Cette se´rie est appele´e la se´rie d’Iwasawa associe´e a` ζ
f,p
(a−1, c, s)
De´monstration: Posons pour a ∈ Z∗p
Lu(a) = − log(〈a〉)
log u
ou` log est le logarithme p-adique, alors
〈a〉s = u−sLu(a) = (1 + T )−Lu(a)
T=us−1
Puisque Lu(a) ∈ Zp on a
(1 + T )−Lu(a) =
∑
ℓ≥0
(−Lu(a)
ℓ
)
T n ∈ Zp[[T ]]
Posons alors
(3) Z
(u)
K,f,p,h(a
−1, c, T ) = (−1)n(1 + T )−Lu
(
Nk/Q(a)
)
ω
(
Nk/Q(a)
)−1
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c−1∑
δ=1
∑
j∈J
∑
x∈R(j,a)
ph−1∑
r=0
e
(
Tr(δνx)
)( n∏
k=1
e
(
Tr(δνrkvj,k)
)
1− e(Tr(phδνvj,k))
)
×
× (1 + T )Lu
(
NK/Q
(∑n
k=1(xk+rk)vj,k
))
ou` comme ci-dessus r = (r1, . . . , rn), p
h − 1 = (ph − 1, . . . , ph − 1)︸ ︷︷ ︸
n fois
, posons alors
(4) Z
(u)
K,f,p(a
−1, c, T ) := lim
h→∞
Z
(u)
K,f,p,h(a
−1, c, T ) =
(−1)n(1 + T )−Lu
(
Nk/Q(a)
)
ω
(
Nk/Q(a)
)−1 c−1∑
δ=1
∑
j∈J
∑
x∈R(j,a)
lim
h→∞
ph−1∑
r
e
(
Tr(δνx)
)( n∏
k=1
e
(
Tr(δνrkvj,k)
)
1− e(Tr(phδνvj,k))
)
×
× (1 + T )Lu
(
NK/Q
(
L∗j (x+r)
))
ou` conforme´ment a` la de´finition x+ r = (x1 + r1, . . . , xn + rn) et (L
∗
j (x+ r) =∑n
k=1(xk + rk)vj,k.
Il est clair que limh→∞ Z
(u)
K,f,p,h(a
−1, c, T ) existe pour T ∈ B(0, 1)−. La
preuve est la meˆme que celle de l’existence de limh→∞ ζf,h(a
−1, c, s) au the´ore`me
3.4.
Il est e´vident que
Z
(u)
K,f,p(a
−1, c, T ) ∈ Zp[[t]] et que Z(u)K,f,p(a−1, c, us − 1) = ζf,p(a−1, c, s)
La preuve du the´ore`me est comple`te.
Corollaire 3.6. La se´rie d’Iwasawa, Z
(u)
K,f,p(a
−1, c, T ), associe´e a` la fonction
zeta partielle p-adique tordue, ζ
f,p
(a−1, c, s) est donne´e par
Z
(u)
K,f,p(a
−1, c, T ) := lim
h→∞
Z
(u)
K,f,p,h(a
−1, c, T ) =
(−1)n(1 + T )−Lu
(
Nk/Q(a)
)
ω
(
Nk/Q(a)
)−1 c−1∑
δ=1
∑
j∈J
∑
x∈R(j,a)
lim
h→∞
ph−1∑
r
e
(
Tr(δνx)
)( n∏
k=1
e
(
Tr(δνrkvj,k)
)
1− e(Tr(phδνvj,k))
)
×
× (1 + T )Lu
(
NK/Q
(
L∗j (x+r)
))
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De´monstration: C’est la formule (4).
Corollaire 3.7 (P. Deligne & K. Ribet, P. Cassou-Nogue`s). Il existe une
mesure, dα, sur Zp et en fait sur Z
∗
p, telle que
ζ
f,p
(a−1, c, s) =
∫
Zp
〈t〉sdα(t), s ∈ B(1, qp− 1p−1 )−
et on a
Z
(u)
K,f,p(a
−1, c, T ) =
∫
Zp
(1 + T )−Lu(t)dα(t)
De´monstration: On vient de montrer au the´ore`me 3.5 qu’il existe une se´rie
de Taylor de Zp[[T ]], Z
(u)
K,f,p(a
−1, c, T ) telle que
Z
(u)
K,f,p(a
−1, c, us − 1) = ζ
f,p
(a−1, c, s)
D’apre`s J.-P. Serre, [34], ceci e´quivaut a` l’appartenance de ζ
f,p
(a−1, c, s) a`
l’alge`bre d’Iwasawa Λ, et a` l’existence d’une mesure dα sur Zp telle que
ζ
f,p
(a−1, c, s) =
∫
Z∗p
〈t〉sdα(t)
La deuxie`me formule est e´vidente.
Nous allons re´e´crire le the´ore`me 3.5 en terme de mesure p-adique sur Znp .
Posons
(5) zj,k = e
(
Tr(νvj,k
)
il est imme´diat que zj,k est une racine primitive c-ie`me de l’unite´ d’apre`s le
corollaire B.9 du lemme B.8 page 76.
On peut de´finir zxkj,k pour les xk ∈ Q tels que x =
∑n
k=1 xkvj,k ∈ R(j, a) car
les conditions (H-2) assurent que le de´nominateur de xk est premier a` c. On
peut donc conside´rer les xk ∈ Q comme un e´le´ment non nul de Z/cZ.
Notons ϕa,h(t) la fonction caracte´ristique de la boule ferme´e de centre a ∈
[0, ph − 1] et de rayon p−h dans Zp autrement dit
(6) ϕa,h(t) =
{
0 si t ∈ Zp, et |t− a| > p−h
1 si t ∈ Zp, et |t− a| ≤ p−h
Lemme 3.8. Pour chaque coˆne Cj , j ∈ Jf, pour chaque x ∈ Rf(j, a) et pour c
ve´rifiant les conditions (H-2) la formule∫
Znp
ϕr1,h(t1) . . . ϕr1,h(tn)dα
(j,x)
a−1,c,f(t1, . . . , tn) =
c−1∑
δ=1
e
(
Tr(δνx
) n∏
k=1
zδrkj,k
1− zδphj,k
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=
c−1∑
δ=1
e
n∏
k=1
z
δ(xk+rk)
j,k
1− zδphj,k
ou` r ∈ [0, ph − 1]n, de´finit une mesure p-adique sur Znp , [44], ou de manie`re
e´quivalente de´finit une Qp-forme line´aire continue sur C(Znp ,Qp), l’espace de
Banach des fonctions continues sur Znp a` valeurs dans Qp muni de la norme de
la convergence uniforme sur Znp , ‖ ‖C.
Cette mesure est note´e dα
(j,x)
a−1,c,f. Si f(t) ∈ C(Znp ,Qp) on a∫
Znp
f(t)dα
(j,x)
a−1,c,f(t) = limh→∞
c−1∑
δ=1
ph−1∑
r1=0
· · ·
ph−1∑
rn=0
e
(
Tr(δνx
)( n∏
k=1
zδrkj,k
1− zδphj,k
)
f(r)
= lim
h→∞
c−1∑
δ=1
ph−1∑
r1=0
· · ·
ph−1∑
rn=0
( n∏
k=1
z
δ(xk+rk)
j,k
1− zδphj,k
)
f(r)
De´monstration: Si
f(t) =
∑
r∈[0,ph−1]n
f(r)ϕr1,h(t1) . . . ϕr1,h(tn)
est une fonction localement constante sur Znp a` valeurs dans Qp on pose∫
Znp
f(t)dα
(j,x)
a−1,c,f(t) =
∑
r∈[0,ph−1]n
f(r)
∫
Znp
ϕr1,h(t1) . . . ϕr1,h(tn)dα
(j,x)
a−1,c,f(t)
Pour montrer le lemme il suffit alors de montrer premie`rement que∫
Znp
ϕ
X1
∐
X2
(t1, . . . , tn)dα
(j,x)
a−1,c,f(t1, . . . , tn) =
=
∫
Znp
ϕ
X1
dα
(j,x)
a−1,c,f(t1, . . . , tn) +
∫
Znp
ϕ
X2
(t1, . . . , tn)dα
(j,x)
a−1,c,f(t1, . . . , tn)
(X1
∐
X2 de´signe la re´union de deux ouverts compacts disjoints, X1et X2, de
Znp ) et deuxie`mement qu’il existe une constante C ∈ R+ telle que∣∣∣∣∣
∫
Znp
ϕr1,h(t1) . . . ϕrn,h(tn)dα
(j,x)
a−1,c,f(t1, . . . , tn)
∣∣∣∣∣ ≤ C
pour tout h ∈ Z≥0 et pour tout n-uplet r ∈ [0, ph − 1]n.
La deuxie`me condition est imme´diatement ve´rifie´e. En effet comme zj,k est
une racine primitive c-ie`me de l’unite´ avec c ∧ p = 1 on a∣∣∣∣∣e(Tr(νx))
n∏
k=1
zδrkj,k
1− zδphj,k
∣∣∣∣∣ ≤ 1
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et on peut donc prendre C = 1.
La premie`re condition est automatiquement ve´rifie´e de par la de´finition
meˆme de dα
(j,x)
a−1,c,f pour deux polydisques disjoints, X1 et X2, de Z
n
p de rayon
p−h . On conclut alors aise´ment que la premie`re condition est ve´rifie´e pour deux
ouverts compacts disjoints quelconques de Znp en les de´composant en une union
disjointe finie de polydisques.
De´finition 3.9. On de´finit la mesure dαa−1,c,f sur Z
n
p par
dαa−1,c,f =
∑
j∈Jf
∑
x∈Rf(j,a)
dα
(j,x)
a−1,c,f
Corollaire 3.10. Avec cette notation on a
(7) Z
(u)
K,f,p(a
−1, c, T ) = (−1)n(1 + T ))−Lu
(
NK/Q(a)
)
ω
(
NK/Q(a)
)−1
∑
j∈J
∑
x∈R(j,a)
∫
Znp
(1 + T )
Lu
(
NK/Q
(
L∗j (x+t)
))
dα
(j,x)
a−1,c,f(t1, . . . , tn)
ou` x+ t = (x1 + t1, . . . , xn + tn).
De´monstration: C’est juste une re´e´criture du the´ore`me 3.5.
A` partir des fonctions ζ
f,p
(a−1, c, s) ou Z
(u)
K,f,p(a
−1, c, T ) on peut construire
les fonctions L p-adiques de Dedekind associe´es a` une extension abe´lienne re´elle
M+/K et a` sa p-tour cyclotomique M+n = M
+[Υpn ] ∩ R, n ≥ 0.
Soit χ un caracte`re pair sur le groupe des classes de rayons modulo f, Rf.
c’est a` dire que χ est trivial sur les images des multiplications complexes dans
Rf ou encore χ((γ)) = 1 si γ ∈ OK et γ ≡ 1 mod f mais γ non ne´cessairement
totalement positif.
Soit
LK(χ, s) =
∑
g∈I
(0)
f
χ(g)
NK/Q(g)s
, ℜ(s) > 1
la fonction L de Dirichlet associe´e au caracte`re χ.
Il de´coule du the´ore`me 3.4 qu’il existe une unique fonction me´romorphe p-
adique LK,p(χ, s) interpolant les valeurs aux entiers ne´gatifs de LK(χ, s). De
manie`re pre´cise:
The´ore`me 3.11. Soit p un nombre premier, f un ide´al entier de K divisible
par tous les ide´aux premiers de K divisant p. Soit χ un caracte`re de Dirichlet
ge´ne´ralise´ pair sur Rf (e´ventuellement trivial).
Il existe une unique fonction analytique p-adique non identiquement nulle,
LK,p(χ, s), sur B
(
1, qp−
1
p−1
)−
telle que
LK,p(χ, 1−m) = LK(χ, 1−m), m ∈ Z≥1, m ≡ 0 mod φ(q)
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De plus si c est un ide´al entier de K ve´rifiant les conditions (H-2) on a(
χ(c)
(
NK/Q(c)
ω
(
NK/Q(c)
))s−1 − 1)LK,p(χ, s) = ∑
a∈Rf
χ(a−1)ζ
f,p
(a−1, c, s)
pour s ∈ B(1, qp− 1p−1 )−, et (χ(c)( NK/Q(c)
ω
(
NK/Q(c)
))s−1 − 1)LK,p(χ, s) est une fonc-
tion de l’alge`bre d’Iwasawa.
De´monstration: Pour s ∈ C, ℜ(s) > 1 on a
LK(χ, s) =
∑
g∈I
(0)
f
χ(g)
NK/Q(g)s
=
∑
a∈Rf
χ(a−1)
∑
g∈I
(0)
f
g∼
f
a−1
1
NK/Q(g)s
=
∑
a∈Rf
χ(a−1)ζ
f
(a−1, c, s)
donc (
χ(c)NK/Q(c)
s−1 − 1)LK(χ, s) = ∑
a∈Rf
χ(a−1)ζ
f
(a−1, c, s)
Comme χ est pair on sait que si m ∈ Z≥1, m pair,(
χ(c)NK/Q(c)
−m − 1)LK(χ, 1−m) 6= 0
On de´finit alors pour s ∈ Cp ∩B
(
1, qp−
1
p−1
)−
une fonction analytique p-adique
non-identiquement nulle en posant(
χ(c)
(
NK/Q(c)
ω
(
NK/Q(c)
))s−1 − 1)LK,p(χ, s) = ∑
a∈Rf
χ(a−1)ζ
f,p
(a−1, c, s)
la fonction LK,p(χ, s) ainsi de´finie ne de´pend pas de c.
La fonction
Cp ∩B
(
1, qp−
1
p−1
)− −→ Cp
s 7−→
(
χ(c)
(
NK/Q(c)
ω
(
NK/Q
(
c)
))s−1 − 1)
est une fonction analytique p-adique qui s’annule au plus en s = 1 si χ(c) = 1,
c’est le seul ze´ro possible car NK/Q(c)
) 6= 1.
Comme c peut parcourir un ensemble infini d’ide´aux et meˆme un ensempble
dense au sens de la densite´ de Dirichlet d’ide´aux premiers de K, on peut donc
toujours trouver un c tel que χ(c) 6= 1 si χ est non trivial sur Rf.
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Si χ est non trivial de conducteur f ve´rifiant la condition (H-1) page 3 on a
montre´ que
s 7−→ LK,p(χ, s)
est une fonction analytique p-adique sur B
(
1, qp−
1
p−1
)−
non identiquement
nulle.
Si χ est trivial de conducteur f ve´rifiant la condition (H-1) page 3 on note
ζ
K,p
(s) la fonction L p-adique correspondante que l’on appelle la fonction zeta
p-adique du corps K. On a donc montre´ que
s 7−→ ζ
K,p
(s) =
1(
NK/Q(c)
ω
(
NK/Q
(
c)
))s−1 − 1
∑
a∈Rf
ζ
f,p
(a−1, c, s)
est une fonction me´romorphe p-adique sur B
(
1, qp−
1
p−1
)−
non identiquement
nulle ayant au plus un poˆle simple en s = 1. La fonction ζ
K,p
(s) ainsi de´finie ne
de´pend pas de c.
La non-nullite´ du re´sidu en s = 1 de la fonction ζ
K,p
(s) fait partie des
conjectures de Leopoldt qui sont de´montre´es pour le cas ou` K totalement re´el
est abe´lien sur Q, [44], [28].
The´ore`me 3.12. Soit p un nombre premier, f un ide´al entier de K divisible
par tous les ide´aux premier de K divisant p. Soit u un ge´ne´rateur topologique
du groupe multiplicatif 1+ qZp. Soit χ un caracte`re de Dirichlet ge´ne´ralise´ pair
sur Rf.
Il existe une unique fonction me´romorphe p-adique non identiquement nulle,
Z
(u)
K,f,p(χ, T ) ∈
1
T − u+ 1Zp[[T ]], sur B(0, 1)
− telle que
Z
(u)
K,f,p(χ, u
s − 1) = LK,p(χ, s), s ∈ B
(
1, qp−
1
p−1
)−
Cette fonction a au plus un poˆle simple en T = u − 1 dont le re´sidu en s = 1
est nul si χ est non trivial.
De plus si c est un ide´al entier de K ve´rifiant les conditions (H-2) on a(
χ(c)
(1 + T
u
)−Lu(NK/Q(c)) − 1)Z(u)K,f,p(χ, T ) = Z(c,u)K,f,p(χ, T )
ou`
Z
(c,u)
K,f,p(χ, T ) =
∑
a∈Rf
(−1)nχ(a−1)(1 + T )−Lu
(
NK/Q(a)
)
ω
(
NK/Q(a)
)
∑
j∈Jf(a)
∑
x∈Rf(j,a)
∫
Znp
(1 + T )
Lu
(
NK/Q
(
L∗j,a(x+t)
))
dα
(j,x)
a−1,c,f(t)
ou` L
∗,(i)
j,a (x+ t) =
∑n
k=1(xk + tk)v
(i)
j,k(a) et ou` la mesure dα
(j,x)
a−1,c,f a e´te´ de´finie
au lemme 3.8
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De´monstration: C’est e´vident a` partir du the´ore`me 3.11
On a la proposition e´vidente suivante:
Proposition 3.13. Les mesures dα
(j,x)
a−1,c,f de´pendent
• des coˆnes simpliciaux semi-ouverts Q-rationnels , (Cj)j∈J , choisis pour
former un domaine fondamental de Rn+/E+(f)
• du choix des vecteurs de base (vj,k)1≤k≤n du coˆne Cj
• du choix du repre´sentant a−1 dans une classe de rayon modulo f
mais les inte´grales∑
j∈Jf
∑
x∈Rf(j,a)
∫
Znp
(1 + T )
Lu
(
NK/Q
(
L∗j (x+t)
))
dα
(j,x)
a−1,c,f(t)
n’en de´pendent pas
De´monstration: C’est e´vident.
Remarque 3.1. En particulier d’apre`s la remarque B.3 page 77 on peut rem-
placer dans les inte´grales
∑
j∈J
∑
x∈R(j,a)
∫
Znp
(1 + T )
Lu
(
NK/Q
(
L∗j (x+t)
))
dα
(j,x)
a−1,c,f(t)
pour chaque x ∈ R(j, a) le coˆne simplicial semi-ouvert Q-rationnel, Cj par le
coˆne εj,xCj ou` εj,x ∈ E+(f). Si on fait cette transformation les x ∈ R(j, a)
changent, mais pas leurs composantes (x1, . . . , xk), autrement dit relativement
au coˆne εj,xCj , l’ensembleR′f(j, a) est constitue´ par les εj,xx :=
∑n
k=1 xkεj,xvj,k.
En effet si
x =
n∑
k=1
xkvj,k
{
∈ a
≡ 1 mod ∗f
alors
εj,xx =
n∑
k=1
xkεj,xvj,k
{
∈ a
≡ 1 mod ∗f
car εj,x ≡ 1 mod ∗f.
4 The´orie de Sinnott a` plusieurs variables.
Pour de´montrer le the´ore`me de Ferrero-Washington, [12], W. Sinnott a e´nonce´
le the´ore`me suivant qui est le coeur de sa preuve:
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The´ore`me A-1 (W. Sinnott). Soit dα une mesure sur Zp a` valeurs dans OLp ,
l’anneau des entiers d’une extension alge´brique finie Lp de Qp. On suppose que
Fα(T ) =
∫
Zp
(1 + T )tdα(t) ∈ OLp [[T ]] ∩ Lp(T )
On note pour s ∈ Zp, Γα(s) =
∫
Z∗p
〈t〉sdα(t), la Γ-transforme´e de la mesure
dα. Si u est un ge´ne´rateur topologique de 1 + qZp, on note Gα,u(T ) l’unique
fonction analytique borne´e sur la boule B(0, 1)− telle que Gα,u(u
s−1) = Γα(s).
On note dα∗ la restriction a` Z∗p de la mesure dα. On pose
p−µ(α
∗) =
∥∥∥∥∫
Z∗p
(1 + T )tdα∗(t)
∥∥∥∥
Ab
p−µ(Γα∗ ) =
∥∥∥∥∫
Z∗p
(1 + T )−Lu(t)dα∗(t)
∥∥∥∥
Ab
=
∥∥Gα,u∥∥Ab
Alors µ(Γα) = µ
(
dα∗ + d(α∗ ◦ (−1)))
Dans ce chapitre nous allons de´montrer une extension a` d variables du
the´ore`me de W. Sinnott, le the´ore`me 4.8, que nous utiliserons au chapitre 4 page
25 pour obtenir au chapitre 5 page 38 une extension du the´ore`me de Ferrero-
Washington.
Fixons d’abord quelques notations:
Notations 4.1. Si K est un corps on note K(T1, . . . , Td) le corps des fractions ra-
tionnelles a` coefficients dans K. Soit K un corps, soit (T1, . . . , Td, Xi,1, . . . , Xi,n),
1 ≤ i ≤ d, des variables ve´rifiant les conditions suivantes
(H-4) (T1, . . . , Td, Xi,1, . . . , Xi,n) sont pour i fixe´ des variables inde´pendantes
on ne demande pas que les Xi,j et Xi′,j′ soient inde´pendantes si i 6= i′.
Pour 1 ≤ i ≤ d et 1 ≤ j ≤ m on de´finit les variables Yi,j ∈
n∏
k=1
XZi,k que l’on
suppose 2 a` 2 multiplicativement inde´pendantes, c’est a` dire que
(H-5) ∀ i ∈ [1, d] ∃ (j 6= j′) ∈ [1,m]2,(
Y ai,j = Y
b
i,j′ , avec a, b ∈ Z ⇒ a = b = 0
)
On posera
Y
j
= (Y1,j , . . . , Yd,j), T = (T1, . . . , Td), X i = (Xi,1, . . . , Xi,n)
Soit pour 1 ≤ j ≤ m
rj(T ) = rj(T1, . . . , Td) ∈ K(T1, . . . , Td)
des fractions rationnelles.
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Tout ce qui suit est une transcription de [38] en d variables
Lemme 4.1. Soit rj(T ) ∈ K(T1, . . . , Td), Xi et Y j (1 ≤ i, j ≤ d) des variables
ve´rifiant les hypothe`ses (H-4) et (H-5) on a
m∑
j=1
rj(Y j) = 0 =⇒ rj(T ) ∈ K pour 1 ≤ j ≤ m
Remarque 4.1. Dans l’e´nonce´ du lemme on peut remplacer K par un surcorps
et on peut donc supposer que ti est un e´le´ment d’ordre arbitrairement grand.
De´monstration: On suit [38]. Raisonnons par l’absurde et supposons qu’il
existe une relation non triviale
m∑
j=1
rj(Y j) = 0
avec rj(T ) /∈ K pour 1 ≤ j ≤ m. On peut supposer les fractions rationnelles
rj(T ) ∈ K(T ) non constantes et la longueur m de la relation minimale et
supe´rieure ou e´gale a` 1.
Conside´rons pour 1 ≤ i ≤ d les K-automorphismes du corps de fractions
rationnelles K(Xi,1, . . . , Xi,n) de´finis par
τi :K(Xi,1, . . . , Xi,n) −→ K(Xi,1, . . . , Xi,n)
X
i
= (Xi,1, . . . , Xi,n) 7−→ τi(X i) = (t
bi,1
i Xi,1, . . . , t
bi,n
i Xi,n)
ou` les ti ∈ K (1 ≤ i ≤ d) et les bi,k ∈ Z (1 ≤ k ≤ n) seront choisis plus loin.
On pose
Yi,j =
n∏
k=1
X
ai,j,k
i,k , ai,j,k ∈ Z, 1 ≤ i ≤ d, 1 ≤ j ≤ m
On peut sans nuire a` la ge´ne´ralite´ supposer que, pour chaque i ∈ [1, d], Yi,1 et
Yi,2 ve´rifient l’hypothe`se (H-5) d’inde´pendance multiplicative. On peut alors
choisir des e´le´ments bi,k ∈ Z tels que
(8) ∀ i ∈ [1, d],
{
ci,1 =
∑n
k=1 ai,1,kbi,k = 0
ci,2 =
∑n
k=1 ai,2,kbi,k 6= 0 ∈ Z
pour j 6= 1, 2 on chosit arbitrairement ci,j =
∑n
k=1 ai,j,kbi,k ∈ Z.
L’action de τi sur les Yi,j est donne´e par
τi(Yi,j) =
n∏
k=1
τi
(
X
ai,j,k
i,k
)
=
n∏
k=1
(
t
bi,k
i Xi,k
)ai,j,k = tci,ji Yi,j
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Les relations (8) impliquent que, pour 1 ≤ i ≤ d
t
ci,1
i = 1, ∀ ti ∈ K∗(9)
t
ci,2
i 6= 1, si ti 6= 0 est d’ordre suffisamment e´leve´(10)
Posons
t
c
jY
j
=
(
τ1(Y1,j), . . . , τd(Yd,j)
)
= (t
c1,j
1 Y1,j , . . . , t
cd,j
d Yd,j)
on a alors la relation
m∑
j=1
rj(Y j)−
m∑
j=1
rj
(
t
c
jY
j
)
= 0
En effet l’application
K(Y1,j , . . . , Yd,j) −→ K(Y1,j , . . . , Yd,j)
rj(Y1,j , . . . , Yd,j) 7−→ rj
(
τ1(Y1,j), . . . , τd(Yd,j)
)
provient du K-automorphisme du corps K(X
1
, . . . , X
n
)
K(X
1
, . . . , X
n
) −→ K(X
1
, . . . , X
n
)
X
i
7−→ τi(X i), 1 ≤ i ≤ d
et donc
m∑
j=1
rj(Y j) = 0 =⇒
m∑
j=1
rj
(
t
c
jY
j
)
= 0
L’hypothe`se (9) sur les ci,j implique que
m∑
j=1
(
rj(Y j)− rj
(
Y
j
t
c
j
j
))
=
m∑
j=2
(
rj(Y j)− rj
(
t
c
jY
j
))
Et l’hypothe`se (10), t
ci,2
i 6= 1, fait que l’on peut choisir les ti de telle sorte que
l’hypothe`se de minimalite´ de m implique
∀ j, rj(Y j)− rj
(
t
c
jY
j
)
∈ K
et l’hypothe`se d’inde´pendance multiplicative des Yi,j implique
rj(T )− rj
(
t
c
jT
)
∈ K
Mais r2(T ) − r2
(
Tt
c
2
2
)
∈ K contredit l’hypothe`se r2(T ) /∈ K. En effet on a
pu choisir c
2
6= 0 et t d’ordre aussi e´leve´ qu’on le de´sire ce qui entraine que l’on
a aussi
r2(T )− r2
(
tc2T
)
/∈ K
d’ou` la contradiction souhaite´e.
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De´finition 4.2. Si a ∈ Zp,on note a l’image de a dans Fp ≃ Zp/pZp par la
surjection canonique. On pose par de´finition
(1 + T )a =
∑
r≥0
(
a
r
)
T r ∈ Fp[[T ]]
Remarque 4.2. On confondra dans ce qui suit (1+T )a et (1+T )a pour a ∈ Zp,
le contexte indiquera duquel il s’agit.
Lemme 4.3. Soit F une extension finie de Fp. Soient a1,..., an des e´le´ments
de Zp line´airement inde´pendants sur Q. Alors (1 + T )
a1 ,..., (1 + T )an sont
F-alge´briquement inde´pendants dans le corps des se´ries de Laurent, F((T )).
De´monstration: Soient alors D un ensemble fini de n-plets distincts d =
(d1, . . . , dn) ∈ Zn≥0 et soit bd = b(d1,...,dn) ∈ F∗ tels que
(11)
∑
d∈D
bd(1 + T )
a1d1+···+andn = 0
C’est une relation alge´brique sur F non triviale entre les (1+T )ai . Pour chaque
x ∈ Zp, il existe un unique F-automorphisme du corps F((T )) qui envoie (1+T )
sur (1 + T )x. La relation (11) implique
∀x ∈ Zp,
∑
d∈D
bd(1 + T )
(a1d1+···+andn)x = 0
L’hypothe`se d’inde´pendance Q-line´aire des (ai)1≤i≤n implique que les quan-
tite´s a1d1 + · · ·+ andn sont toutes distinctes puisque les n-uplets d le sont. Le
lemme d’Artin d’inde´pendance line´aire des caracte`res implique alors que bd = 0
pour tout d ∈ D.
Proposition 4.4. On se donne pour chaque d-uplet η = (η1, . . . , ηd) ∈ V d, ou`
V ≃ (Z/qZ)∗, une fraction rationnelle
rη(T ) = rη(T1, . . . , Td) ∈ F(T1, . . . , Td)
Pour I un sous-ensemble de [1, d] on pose
(12) κ
I
=
(
(κI(1), . . . ,κI(d)
)
avec κI(i) =
{
+1 si i /∈ I
−1 si i ∈ I
et si η ∈ V d on pose κ
I
η = (κI(1)η1, . . . ,κI(d)ηd). Alors la relation∑
η∈V d
rη
(
(1 + T )η1 , . . . , (1 + T )ηd
)
= 0
implique que l’on a∑
I⊂[1,d]
rκ
I
η
(
(1 + T )κI(1)η1 , . . . , (1 + T )κI(d)dηd
) ∈ F
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De´monstration: Soit A ⊂ Zp le sous groupe additif engendre´ par V . Soit
(b1,...bn) une Z-base de A. Posons m =
1
2#(V ) et soit η1,. . . , ηm un choix de
repre´sentants de V/{±1}. Posons
Xi = (1 + T )
bi , 1 ≤ i ≤ n
les Xi sont par de´finition des variables inde´pendantes sur F. Puis que les bi
forment une Z-base de A = Zη1 + · · ·+ Zηd on a
ηi =
n∑
j=1
ai,jbj, avec ai,j ∈ Z
Posons aussi pour η = (η1, . . . , ηd) ∈
(
V/{±1})d
Y
η
= (Y1,η, . . . , Yd,η) =
(
(1 + T )η1 , . . . , (1 + T )ηd
)
on a alors
Y
η
=
( n∏
j=1
X
a1,j
j , . . . ,
n∏
j=1
X
ad,j
j
)
Montrons que pour tout couple (η, η′) ∈
((
V/{±1})d, (V/{±1})d) avec η 6=
η′, il existe un indice i avec 1 ≤ i ≤ d tel que
Y ai,η = Y
b
i,η′ avec a, b ∈ Z =⇒ a = b = 0
En effet si η 6= η′ alors il existe i tel que 1 ≤ i ≤ d et Yi,η 6= Yi,η′ . De plus
ηi ∈ V/{±1} et η′i ∈ V/{±1} sont Q-line´airement inde´pendants si ηi 6= η′i car les
racines φ(q)-ie`mes de l’unite´ modulo ±1 le sont. Les conditions d’application
du lemme 4.1 sont donc satisfaites.
La proposition de´coule alors du lemme 4.1. On e´crit∑
η∈V d
rη
(
(1 + T )η1 , . . . , (1 + T )ηd
)
=
∑
η∈
(
V/{±1}
)d
∑
I⊂[1,d]
rκ
I
·η
(
(1 + T )κI(1)η1 , . . . , (1 + T )κI(d)ηd
)
Posons pour η ∈ (V/{±1})d
Rη
(
(1 + T )η1 , . . . , (1 + T )ηd
)
=
∑
I⊂[1,d]
rκ
I
·η
(
(1 + T )κ1η1 , . . . , (1 + T )κdηd
)
On est alors dans les conditions du lemme 4.1 avec rj remplace´ par Rη.
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On suppose maintenant que K est un corps local, extension finie de Qp,
d’anneau des entiers OK et muni d’une uniformisante locale ̟
De´finition 4.5. Soit dα∗ une mesure sur (Z∗p)
d a` valeurs dans OK.
On note pour κ comme a` la proposition 4.4, d(α∗ ◦κ
I
) la mesure sur (Z∗p)
d
telle que si O1,...,Od sont des ouverts compacts de Z
∗
p et ϕOi ∈ C(Z∗p,Qp) est la
fonction caracte´ristique de Oi,∫
Zdp
ϕ
O1
(t1) . . . ϕOd (td)d(α
∗ ◦ κ
I
)(t) =
∫
Zdp
ϕ
κ1O1
(t1) . . . ϕκdOd (td)dα
∗(t)
=
∫
Zdp
ϕ
O1
(
t1
κI(1)
) . . . ϕOd(
td
κI(d)
)dα∗(t)
On pose
(13) dα˜∗ =
∑
I⊂[1,d]
d(α∗ ◦ κ
I
)
De´finition 4.6. Soit dα ∈ C′(Zdp,OK) = Λd(OK) = Λd, le support W de dα
est le plus grand ouvert de Zdp tel que
∫
Zdp
f(t)dα(t) = 0 pour toute fonction
f ∈ C(Zdp,OK) telle que f(t) = 0 sur W .
On pose
Fα∗(T ) = Fα∗(T1, . . . , Td) =
∫
(Z∗p)
d
(1 + T1)
t1 . . . (1 + Td)
tddα∗(t)
On dira que Fα∗(T ) ou que dα
∗ ve´rifie les conditions (H-6) si
1. Fα∗(T ) ∈ K(T1)⊗ · · · ⊗ K(Td) ∩OK[[T1, . . . , Td]]
2. Le support de la mesure α∗ est contenu dans l’ensemble
W =Wα∗ =

t = (t1, . . . , td) ∈ (Zp)d, ti ∈ pρiZ∗p,
d∑
i=1
ti ∈ pτZ∗p, τ ≤ inf
i
ρi
(H-6)
L’hyptothe`se sur le support W de dα∗ implique en particulier que
∂
∂Ti
Fα∗(T ) 6= 0 pour 1 ≤ i ≤ d
Lemme 4.7. Si la mesure dα∗(t1, . . . , td) sur Z
d
p ve´rifie les conditions (H-6)
et si
Fα∗(T ) =
∫
Zdp
(1 + T )t1+···+tddα∗(t1, . . . , td)
32 4 THE´ORIE DE SINNOTT A` PLUSIEURS VARIABLES
alors il existe une unique mesure dA(t) sur Zp telle que
Fα∗(T ) =
∫
Zp
(1 + T )tdA(t)
Le support WA de dA est contenu dans p
τZ∗p
De´monstration: C’est e´vident.
Remarque 4.3. Si dα∗ est une mesure sur Zdp ve´rifiant les conditions (H-6)
il existe une unique mesure sur Zdp dβ que nous appelerons encore la Gamma-
transforme´e restreinte de la mesure dα∗ telle que∫
(Zp)d
(1 + T )Lu(t1+···+td)dα∗(t) =
∫
(Zp)d
(1 + T )(t1+···+td)dβ(t)
Si les exposants ρi et τ sont tous nuls alors dβ est la Gamma-transforme´e
restreinte de la mesure dα∗, cf. de´finition C.13 page 91 et proposition C.16 page
93.
The´ore`me 4.8. Soit dα∗ ∈ Λd(OK) une mesure sur (Z∗p)d ve´rifiant les condi-
tions (H-6), soit u un ge´ne´rateur topologique de 1 + qZp, soit
Gα∗,u(T ) =
∫
(Zp)d
(1 + T )Lu(t1+···+td)dα∗(t) ∈ OK[[T ]]
On pose
dα˜∗ =
∑
I⊂[1,d]
d(α∗ ◦ κ
I
)
alors ∥∥Gα∗,u(T )∥∥Ab =
∥∥∥∥∫
(Zp)d
(1 + T )Lu(t1+···+td)dα∗(t)
∥∥∥∥
Ab
=
∥∥∥∥ 1#V
∫
(Zp)d
(1 + T )t1+...tddα˜∗(t)
∥∥∥∥
A
De´monstration: Tout d’abord remarquons que
∥∥Gα∗,u(T )∥∥Ab =
∥∥∥∥∥
∫
(Zp)d
(1 + T )
〈
t1+···+td
pτ
〉
dα∗(t)
∥∥∥∥∥
Ab
En effet, posons
Lu(w) = − log(w)
log(u)
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ou` log est le logarithme p-adique d’Iwasawa, [19]. Il est de´fini de la manie`re
suivante: si w ∈ 1 + Mp on pose
log(w) = (w − 1)− (w − 1)
2
2
+
(w − 1)3
3
+ . . .
Ensuite il est prolonge´ a` Cp−{0} de manie`re a` respecter l’e´quation fonctionnelle
log(w1w2) = log(w1) log(w2). Il de´pend du choix arbitraire de log(p). Nous
imposerons ici par simplicite´ le choix log(p) = 0. En fait ce n’est pas ne´cessaire.
Le re´sultat ne de´pend pas de ce choix du moins tant que
log(p)
pτ
∈ Zp.
On a alors sous les hypothe`ses (H-6)
Lu(t1 + · · ·+ td) = Lu
( t1 + · · ·+ td
pτ
)
Comme τ = infi ρi on peut donc supposer sans perte de ge´ne´ralite´ que τ = 0 et
donc que
t1 + · · ·+ td ∈ Z∗p
Il est bien connu, [31], que le logarithme p-adique re´alise une isome´trie de
1 + qZp sur qZp et donc que Lu est une isome´trie 1 + qZp sur Zp.
Si k ∈ Z≥0 on pose
Xk,h =
{
(t1, . . . , td) ∈ Zdp |
∣∣Lu(t1 + · · ·+ td)− k∣∣ ≤ p−h}
Yk,h =
{
(t1, . . . , td) ∈ Zdp |
∣∣〈t1 + · · ·+ td〉 − k∣∣ ≤ p−h}
Il est clair que Xk,h et Yk,h sont des ouverts compacts de Zd. On a une
de´composition de Xk,h et Yk,h en une re´union disjointe de sous-ensembles
Xk,h,i = B(i1, p−h)+ × · · · ×B(id, p−h)+, (i1, . . . , id) ∈ Zd≥0
Yk,h,j = B(j1, p−h)+ × · · · ×B(jd, p−h)+, (j1, . . . , jd) ∈ Zd≥0
Il est e´vident que Xk,h et Yk,h sont des re´unions disjointes de produit de boules
ferme´es de rayon ρ, 0 < ρ ≤ 1. La seule chose a` montrer est que l’on peut choisir
ρ = p−h. On a
(t1, . . . , td) ∈ Xk,h =⇒ (t1 + qph, . . . , td) ∈ Xk,h
respectivement
(t1, . . . , td) ∈ Yk,h =⇒ (t1 + ph, . . . , td) ∈ Yk,h
On a une bijection, Φ, entre les ensembles Xk,h et Yk,h construite de la manie`re
suivante, si
Xk,h,i =
d∏
ℓ=1
B(iℓ, p
−h)+ ⊂ Xk,h
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et si
uiℓ ≡ jℓ mod qphZp, 0 ≤ jℓ ≤ ph − 1
on pose
Φ
( d∏
ℓ=1
B(iℓ, p
−h)+
)
=
d∏
ℓ=1
B(jℓ, p
−h)+ ⊂ Yk,h
ou de manie`re e´quivalente
Φ
(
i1 + r1p
h, . . . , id + rdp
h
)
=
(
ui1+r1p
h
, . . . , uid+rdp
h
)
Donc si
Gα∗,u(T ) = lim
h→∞
ph−1∑
k=0
bk,h(1 + T )
k =
∫
(Zp)d
(1 + T )Lu(〈t1+···+td〉)dα∗(t)
on a
(14)
∫
(Zp)d
(1 + T )〈t1+···+td〉dα∗(t) = lim
h→∞
ph−1∑
k=0
bk,h(1 + T )
Φ(k)
et donc d’apre`s le lemme C.6 page 87 on a
(15) ‖Gα∗,u‖Ab =
∥∥∥∥∫
(Zp)d
(1 + T )〈t1+···+td〉dα∗(t)
∥∥∥∥
Ab
Posons pour 1 ≤ i ≤ n
ti = p
ρiηiwi, ηi ∈ V ≃ (Zp/qZp)∗, wi ∈ 1 + qZp
〈t1 + · · ·+ td〉 = t1 + · · ·+ td
η0
, η0 ∈ V, η0 = ω
( d∑
i=1
pρiηi
)
On posera aussi
W =
{
η = (η1, . . . , ηd) ∈ vd
∣∣∣ η0 = ω( d∑
i=1
pρiηi
)}
η˜i =
ηi
η0
, U1 = 1 + qZp
Soit pour η ∈W la mesure dβη sur Ud1 de´finie par∫
Ud1
(1 + T )η˜1p
ρ1w1+···+η˜dp
ρdwddβη(w) =
∫
(Zp)d
(1 + T )〈t1+...td〉dα∗(t)
Alors on a l’e´galite´∫
(Zp)d
(1 + T )〈t1+...td〉dα∗(t) =
∑
η∈W
∫
Ud1
(1 + T )[p
ρ1 η˜1w1+···+p
ρd η˜dwd]dβη(w)
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Un des proble`mes si l’on veut appliquer la me´thode de W. Sinnott pour
calculer la norme du second membre est que les η˜i sont lie´s par la relation∑d
i=1 η˜i = 1.
On va donc supprimer cette liaison par un calcul tre`s analogue a` celui de la
fonction Beta d’Euler B(p, q) =
∫ 1
0 x
p−1(1−x)q−1dx comme produit-quotient de
fonctions Gamma, ou` a` celui des sommes de Jacobi J(χ, ψ) =
∑
x∈F∗
pr
χ(x)ψ(1−
x) en produit-quotient de sommes de Gauss.
Graˆce a` l’hypothe`se que nous avons faite sur son support, nous pouvons
associer a` la mesure dα∗(t) une unique mesure dB∗(x) sur (Zp)
d telle que si
hi ≥ ρi pour 1 ≤ i ≤ d on ait∫
(Zp)d
ϕi1,h1−ρ1(t1) . . . ϕid,hd−ρd(td)dB
∗(x) =
=
∫
(Zp)d
ϕi1,h1(t1) . . . ϕid,hd(td)dα
∗(t)
ou` ϕi,h(t) est la fonction caracte´ristique de la boule ferme´e de Zp de centre i ∈ N
et de rayon p−h.
Alors∫
(Zp)d
(1 + T )〈t1+···+td〉dα∗(t) =
∫
(Zp)d
(1 + T )〈x1p
ρ1+···+xdp
ρd 〉dB∗(x)
=
∑
η˜∈W
∫
Ud1
(1 + T )
∑d
i=1 wip
ρi
d(B∗ ◦ η˜−1)(x)
ou` η˜−1 = (η˜−11 , . . . , η˜
−1
d ).
On en de´duit que dβη = d(B ◦ η˜−1. Conside´rons alors pour γ ∈ V la mesure
dγη(w) = dβη(γ
−1w)
ou` (γ−1w) = (γ−1w1, . . . , γ
−1wd). On a alors d’apre`s la formule (44) dβη(γw) =
dβη(γ
−1w) et donc∫
(Zp)d
(1 + T )〈t1+···+td〉dα∗(t) =
1
#V
∑
γ∈V
∑
η∈W
∫
Ud1
(1 + T )
∑d
i=1 γη˜ip
ρiwidβγη(w)
Si η parcourt W alors γη parcourt V d et donc∫
(Zp)d
(1 + T )〈t1+···+td〉dα∗(t) =
1
#V
∑
η∈V d
∫
Ud1
(1 + T )
∑d
i=1 γη˜ip
ρiwidβη(w)
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D’apre`s la formule (47) dβη
Ud1
= dα∗
ηUd1
◦ η.
Comme
Fα∗(T ) =
∫
(Z∗p)
d
(1 + T1)
t1 . . . (1 + Td)
tddα∗(t)
ve´rifie les conditions (H-6) il en est de meˆme de
Fη(T ) =
∫
ηUd
(1 + T1)
t1 . . . (1 + Td)
tddα∗(t)
On a donc∫
(Z∗p)
d
(1 + T )〈t1+···+td〉dα∗(t) =
=
1
#V
∑
η∈V d
Fη
(
(1 + T1)
η1 , . . . , (1 + Td)
ηd
)
T1=···=Td=T
ou` Fη
(
(1 + T1), . . . , (1 + Td)
)
ve´rifie les conditions (H-6).
On peut supposer que ‖Gα∗,u(T )‖A = 1 et de meˆme on peut supposer que
dα∗ = d(α∗ ◦ κI).
En effet si dα∗ correspond a` une fraction rationnelle satisfaisant les condi-
tions (H-6), (H-6), il en est de meˆme pour la fraction rationnelle correspondant
a` la mesure d(α∗ ◦ κI) et aussi pour la mesure
dα˜∗ =
∑
I⊂{1,...,d}
d(α∗ ◦ κI)
Cette dernie`re ve´rifie les relations
Gα˜∗,u(T ) = 2
dGα∗,u(T ), (α˜
∗)∗ = α˜∗
et ∑
I⊂{1,...,d}
d(α˜∗ ◦ κI) = 2ddα˜∗ = 2d
( ∑
I⊂{1,...,d}
d(α∗ ◦ κI)
)
donc si le the´ore`me vaut pour dα˜∗ il vaut aussi pour dα∗.
Sous ces hypothe`ses
Fα˜∗(T ) =
1
#V
∫
(Z∗p )
d
(1 + T )t1 . . . (1 + T )tddα˜∗(t) ∈ K(T )
et
∥∥Fα˜∗∥∥Ab =
∣∣∣∣ 1#V 2d
∣∣∣∣ =
{
1 si p 6= 2
1
2d−1
si p = 2
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D’apre`s la proposition 4.4 si p 6= 2∥∥Fα˜∗∥∥Ab < 1 =⇒ 1#V ∑
η∈V d
Fα˜∗◦η
(
(1 + T )η1 , . . . , (1 + T )ηd
) ∈ F
ou` F = OK/̟OK et ou` F α˜∗◦η est la re´duction de Fα˜∗◦η modulo une uni-
formisante locale ̟ de OK.
Les fractions rationnelles Fη(T1, . . . , Td) ve´rifient les conditions (H-6), il en
est donc de meˆme de la fraction rationnelle F α˜∗◦η. On a
(16)
∑
I⊂{1,...,d}
F α˜∗◦κ
I
η
(
(1 + T )
η) ∈ F, ∀ η ∈ (V/ ± 1)d
Or on a suppose´ que Fα∗◦κ
I
= Fα∗ et par conse´quent on a Fα∗◦κ
I
η =
Fα∗◦etace qui implique que 2
dF α˜∗◦η ∈ F.
D’apre`s le lemme 4.7 il existe une unique mesure sur Zp dA˜◦η dont le support
W est d’intersection vide avec pZp (car on a suppose´ que τ = 0) et donc∑
I⊂{1,...,d}
Fα˜∗◦κ
I
η
(
(1 + T )
η) ≡ ∫
Zp
(1 + T )tdA˜ ◦ η(t) mod ̟OK[[T ]]
Donc d’apre`s la relation (16) on a
dA˜ ◦ η(t) ≡ cηδ0 mod ̟C′(Zp,OK)
et comme le support de dA˜◦ η est d’intersection vide avec pZp ceci entraine que
cη = 0.
Comme on a suppose´ que p 6= 2, on en de´duit que
Fα˜∗◦η
(
(1 + T1), . . . , (1 + Td)
) ∈ ̟OK[[T1, . . . , Td]], ∀ η ∈ V d
Autrement dit ∫
(Zp)d
(1 + T )〈t1+···+td〉dα∗(t) ∈ ̟OK[[T ]]
On a donc une contradiction pour p 6= 2.
Si p = 2 alors #V = 2 et donc α∗ = α∗ ◦ η pour tout η ∈ {±1}d et donc
Gα∗,u(T ) ∈
{
2d−1OK[[T ]] si d ≥ 2
2OK[[T ]] si d = 1
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Nous voulons montrer que
1
2d−1
Gα∗,u(T ) 6≡ 0 mod ̟ si d ≥ 2
1
2
Gα∗,u(T ) 6≡ 0 mod ̟ si d = 1
L’expression de βη montre que si l’on suppose
1
2d−1
Gα∗,u(T ) ≡ 0 mod ̟ si d ≥ 2
1
2
Gα∗,u(T ) ≡ 0 mod ̟ si d = 1
alors
α∗
Ud
∈ ̟Λd
On a donc aussi
α∗
Ud
◦ κI = α∗ ◦ κI
κIU
d
∈ ̟Λd
Mais alors
α∗ =
∑
I⊂{1,...,d}
α
κIU
d
∈ ̟Λd
ce qui contredit notre hypothe`se sur α∗. Le the´ore`me est de´montre´ aussi pour
p = 2.
Corollaire 4.9. Soit a ∈ Zp alors∥∥∥(1 + T )Lu(a)∥∥∥
Ab
=
∣∣∣(1 + T )〈a〉∣∣∣
Ab
De´monstration: Il suffit d’appliquer le the´ore`me 4.8 a` la mesure de Dirac de
support W = {a}.
5 Norme de se´ries d’Iwasawa.
Nous allons montrer que la norme de la se´rie d’Iwasawa Z
(c,u)
K,f,p(χ, T ) attache´e a`
un caracte`re de Dirichlet ge´ne´ralise´ pair vaut |2n|.
Ce re´sultat e´quivaut a` la nullite´ du µ invariant analytique d’Iwasawa des
fonctions L p-diques pour un caracte`re de Dirichlet ge´ne´ralise´ associe´ a` une
extension abe´lienne re´elle d’un corps totalement re´el dont le conducteur f est
divisible par tous les ide´aux premiers de K au dessus du nomnbre premier p.
Pour calculer la norme
∥∥Z(c,u)K,f,p(χ, T )∥∥Ab nous construisons des fonctions
auxiliaires analytiques p-adiques Yf(χ, c, T ), Xf(χ, c, T ), G˜f(χ, c, T ) ∈ Ab(1−) ∩
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Ab(Qp[χ]) dont la norme ‖Gf(χ, c, T )‖Ab est la meˆme que celle de Z(c,u)K,f,p(χ, T ).
De plus G˜f(χ, c, T ) est la Gamma-transforme´e restreinte d’une mesure a` n + 1
variables associe´e a` une fraction rationnelle Gf(χ, c, (T0, T1, . . . , Tn)) qui satisfait
les conditions (H-6) page 31.
La proprie´te´ principale des fonctions auxiliaires est que les variables d’inte´-
grations t apparaissent par l’interme´diaire de formes line´aires dans les exposants.
Ceci permet de montrer qu’elle est associe´e a` des fractions rationnelles. La
norme de Gf(χ, c, T ) pourra alors eˆtre calcule´e graˆce a` notre extension de la
the´orie de W. Sinnott ( the´ore`me 4.8 page 32).
Le point crucial pour line´ariser les exposants tient dans la remarque suivante:
on peut remplacer partout dans les formules de Pierrette Cassou-Nogue`s pour
la se´rie d’Iwasawa Z
(c,u)
K,f,p(χ, T ) l’ide´al f par fℓ = p
ℓf. Autrement dit on remplace
la Zp-extension cyclotomique de M+ par la Zp-extension cyclotomique du corps
M+ℓ . Dit autrement on utilise l’isomorphisme continu entre Zp et p
ℓZp.
Ensuite on utilise intensivement l’e´criture des fonctions analytiques p-adiques
borne´es sur B(0, 1)− sous la forme
F (T ) =
ph−1∑
k=0
bk,hbj,h(1 + T )
k +
(
(1 + T )p
h − 1)Gh(T ),
‖Gh‖Ab ≤ ‖F‖Ab , ∃h0 tel que ‖F‖Ab =
∑
0≤k≤ph0−1
|bk,h0 |
On utilise en fait l’isomorphisme Ab ≃ C′(Zp,Cp), cf. aussi [32] ou [4]. On joue
ensuite sur la possibilite´ de modifier F ∈ Z[[T ]] modulo ((1 + T )ph0 − 1)Z[[T ]]
sans changer sa norme.
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Soit f un ide´al entier de OK divisible par tous les ide´aux premiers de OK divisant
p. Soit ℓ un entier, on pose fℓ = p
ℓ+1f. Soit Rfℓ le groupe des classes de rayons
modulo fℓ de OK.
Lemme 5.1. On suppose la fonction T 7→ Z(c,u)K,f,p(χ, T ) non identiquement nulle,
on note Zχ =
∥∥Z(c,u)K,f,p(χ, T )∥∥Ab . Il existe un entier ℓ ≥ 0 tel que
Z
(c,u)
K,f,p(χ, T ) =
pℓ−1∑
k=0
bk,ℓ(1 + T )
k +
(
(1 + T )p
ℓ − 1)Gℓ(T )
sup
0≤k≤pℓ−1
|bk,ℓ| = ‖Z(u)K,f,p(a−1, c, T )‖Ab
Gℓ ∈ Zp[[T ]], ‖Gℓ‖Ab ≤ ‖Z(u)K,f,p(a−1, c, T )‖Ab
40 5 NORME DE SE´RIES D’IWASAWA
Conside´rons la de´composition de Shintani-Colmez de (R∗+)
n/E+(fℓ) en coˆnes
Cj, j ∈ Jfℓ . On impose aux vecteurs de bases (vj,k)1≤k≤n des coˆnes Cj d’appar-
tenir a` fℓ
∏
a∈Rfℓ
a et de ve´rifier la condition
∣∣TrK/Q(vj,k)∣∣ = p−ρ pour tout
j ∈ Jfℓ et pour tout k ∈ [1, n] (ne´cessairement ρ ≥ ℓ+ 2).
On de´finit pour a ∈ Rfℓ , j ∈ Jfℓ , x ∈ Rfℓ(j, a) et χ caracte`re de Dirichlet
ge´ne´ralise´ pair les fonctions de Ab(Qp[χ])
Y
(j,x)
fℓ
(a−1, c, T ) = ω(NK/Q(a))(1 + T )
−Lu(NK/Q(a))
c−1∑
δ=1
n∏
k=1
zδxkj,k
1− zδj,k
Yfℓ(a
−1, c, T ) =
∑
j∈Jfℓ
∑
x∈Rfℓ (j,a)
Y
(j,x)
fℓ
(a−1, c, T )
Yfℓ(χ, c, T ) =
∑
a∈Rfℓ
χ(a−1)Yfℓ(a
−1, c, T )
On a alors la congruence et l’e´galite´ de normes
Yfℓ(χ, c, T ) ≡ Zc,(u)K,fℓ,p(χ, T ) mod
(
(1 + T )(q
−1pℓ+2) − 1)ZχZp[[T ]]∥∥Yfℓ(χ, c, T )∥∥Ab = ∥∥Zc,(u)K,fℓ,p(χ, T )∥∥Ab
De´monstration: L’existence de l’entier ℓ est assure´ par le lemme C.4 page
86, il existe meˆme si la norme de Z
c,(u)
K,fℓ,p
(χ, T ) est nulle.
Soit σi,p = ιp ◦ σi, 1 ≤ i ≤ n, les plongements de K dans Cp. On confondra
dans la suite σi et σi,p. La condition
∣∣TrK/Q(vj,k)∣∣ = p−ρ est facile a` re´aliser en
multipliant les vecteurs vj,k par des puissances de p convenables.
D’apre`s le corollaire 3.10 page 22 on a en utilisant la de´composition de
Shintani-Colmez d’un domaine fondamental de (R∗+)
n/E+(fℓ)
Z
(c,u)
K,fℓ,p
(χ, T ) =
∑
a∈Rfℓ
χ(a−1)Z
(u)
K,fℓ,p
(a−1, c, T )
= (−1)n
∑
a∈Rfℓ
χ(a−1)(1 + T )−Lu
(
NK/Q(a)
)
ω(NK/Q(a))
∑
j∈Jfℓ
∑
x∈Rfℓ (j,a)
∫
Znp
(1 + T )
Lu
(
NK/Q
(
L∗j (x+t)
))
dα
(j,x)
a−1,c,fℓ
(t)
Par de´finition avec les notations 3.3 page 11
NK/Q
(
L∗j(x + t)
)
=
n∏
i=1
L
∗,(i)
j (x+ t)
Comme par hypothe`se l’ide´al f est divisible par tous les ide´aux premier de K au
dessus de p on a
(17) ∀ 1 ≤ i ≤ n, ∀x ∈ Rfℓ(j, a) ∀ t ∈ Znp
∣∣L∗,(i)j (x + t)− 1∣∣ ≤ 1pℓ+2
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On en de´duit que
NK/Q
(
L∗j (x+ t)
)
= NK/Q
(
(L∗j (x+ t)− 1) + 1
)
=
n∏
i=1
(
(L
∗,(i)
j (x+ t)− 1) + 1
)
=
= 1 + f(x+ t), sup
t∈Znp
|f(x+ t)| ≤ p−ℓ−2
Il est clair en effet d’apre`s (17) que f(x+ t) ∈ p2ℓ+2Zp.
Par conse´quent
(1 + T )
Lu
[
NK/Q
(
L∗j (x+t)
)]
= (1 + T )
Lu
[
1+pℓ+2g0(x+t)
]
ou` g0(x+ t) ∈ C(Zp,Zp) et donc
(1 + T )
Lu
[
NK/Q
(
L∗j (x+t)
)]
= (1 + T )
(q−1pℓ+2g1(x+t))
ou` g1(x+ t) ∈ C(Zp,Zp) ce que l’on peut encore e´crire
(1 + T )
Lu
[
NK/Q
(
L∗j (x+t)
)]
=
((
(1 + T )(q
−1pℓ+2) − 1)+ 1)g1(x+t)
En de´veloppant
((
(1+T )(q
−1pℓ+2)−1)+1)g1(x+t) par la formule du binome
de Newton il vient
(1 + T )
Lu
[
NK/Q
(
L∗j (x+t)
)]
≡ 1 mod
(
(1 + T )(q
−1pℓ+2) − 1
)
Zp[[T ]]
En reportant cette congruence dans la formule du corollaire 3.10 page 22 il
vient facilement
Z
(c,u)
K,fℓ,p
(χ, T ) ≡ (−1)n
∑
a∈Rfℓ
χ(a−1)(1 + T )−Lu
[
NK/Q(a)
]
ω(NK/Q(a))×
×
∑
j∈Jfℓ
∑
x∈Rfℓ (j,a)
∫
Znp
dα
(j,x)
a−1,c,f(t) mod
(
(1 + T )(q
−1pℓ+2) − 1)ZχZp[[T ]]
En effet comme Z
(c,u)
K,fℓ,p
(χ, T ) est une fonction analytique borne´e sur B(0, 1)−
il existe une mesure dA(t) sur Zp telle que
∫
Zp
(1 + T )tdA(t) = Z
(c,u)
K,fℓ,p
(χ, T ),
lemme C.4 page 86. On a une expression explicite de la mesure dA en fonction
des mesure dα
(j,x)
a−1,c,f∫
Zp
ϕa,h(t)dA(t) =
∑
a,j,x+r
∈ W
c−1∑
δ=1
z
δ(xk+rk)
j,k
1− zδphj,k
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ou` la premie`re sommation est sur
W =
{
a ∈ Rf, j ∈ Jf, x ∈ Rf(j, a), 0 ≤ rk ≤ ph|f| − 1, 1 ≤ k ≤ n
∣∣∣∣∣a− Lu(NK/Q(a n∑
k=1
(xk + rk)vj,k
))∣∣∣ ≤ p−h}
Si on prend ph = q−1pℓ+2 on a le re´sultat annonce´ en e´crivant graˆce au
lemme C.4 page 86
Z
(c,u)
K,fℓ,p
(χ, T ) =
ph−1∑
k=0
bk,h(1 + T )
k mod
(
(1 + T )(q
−1pℓ+2) − 1)ZχZp[[T ]]
par le choix de h on a sup0≤k≤ph−1|bk,h| = Zχ. Comme les seules k tels que
bk,h 6= 0 sont ceux pour lesquels il existe a ∈ Rfℓ tels que
∣∣k − Lu(NK/Q(a))∣∣ ≤
p−h. Enfin on peut remplacer ces k par Lu
(
NK/Q(a)
)
sans changer la congruence
a` cause de l’ine´galite´ sur la norme des bk,h rappele´e ci-dessus.
Par de´finition de ℓ on a
∥∥Z(c,u)K,fℓ,p(χ, T )∥∥Ab =
∥∥∥∥ ∑
a∈Rfℓ
χ(a−1)(1 + T )−Lu
[
NK/Q(a)
]
ω(NK/Q(a))×
×
∑
j∈Jfℓ
∑
x∈Rfℓ (j,a)
∫
Znp
dα
(j,x)
a−1,c,f(t)
∥∥∥∥
Ab
Par application du corollaire C.7 page 87 on a
∥∥Z(c,u)K,fℓ,p(χ, T )∥∥Ab =
∥∥∥∥ ∑
a∈Rfℓ
χ(a−1)(1 + T )−〈NK/Q(a)〉ω(NK/Q(a))×
×
∑
j∈Jfℓ
∑
x∈Rfℓ (j,a)
∫
Znp
dα
(j,x)
a−1,c,f(t)
∥∥∥∥
Ab
et plus pre´cise´ment
Z
(c,u)
K,fℓ,p
(χ, T ) ≡
∑
a∈Rfℓ
χ(a−1)(1 + T )−Lu(NK/Q(a))ω(NK/Q(a))×
×
∑
j∈Jfℓ
∑
x∈Rfℓ (j,a)
∫
Znp
dα
(j,x)
a−1,c,f(t) mod
(
(1 + T )(q
−1pℓ+2) − 1)ZχZp[[T ]]
On pose
Yfℓ(a
−1, c, T ) = (1 + T )−Lu(NK/Q(a))ω(NK/Q(a))
∑
j∈Jfℓ
∑
x∈Rfℓ (j,a)
∫
Znp
dα
(j,x)
a−1,c,f(t)
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Si l’on revient a` la de´finition des mesures dα
(j,x)
a−1,c,f on obtient l’expression
suivante de Yfℓ(a
−1, c, T )
Yfℓ(a
−1, c, T ) = (1 + T )−Lu(NK/Q(a))ω(NK/Q(a))×
×
∑
j∈Jfℓ
∑
x∈Rfℓ (j,a)
c−1∑
δ=1
lim
h→∞
ph−1∑
m1=0
· · ·
ph−1∑
mn=0
n∏
k=1
z
δ(xk+mk)
j,k
1− zδphj,k
En sommant les progressions ge´ome´triques il vient
Yfℓ(a
−1, c, T ) = (1 + T )−Lu(NK/Q(a))ω(NK/Q(a))×
×
∑
j∈Jfℓ
∑
x∈Rfℓ (j,a)
c−1∑
δ=1
n∏
k=1
zδxkj,k
1− zδj,k
On a alors
Yfℓ(χ, c, T ) ≡ Z(c,u)K,fℓ,p(χ, T ) mod
(
(1 + T )p
ℓ − 1)ZχZp[χ][[T ]]
et donc par le choix de ℓ∥∥Yfℓ(χ, c, T )∥∥Ab = ∥∥Z(c,u)K,fℓ,p(χ, T )∥∥Ab
Le lemme est de´montre´.
On va reprendre le meˆme calcul en utilisant la remarque B.3 page 77 de
l’annexe B.
Notations 5.1. On garde les notations du lemme 5.1. On choisit pour chaque
j ∈ Jfℓ chaque x ∈ Rfℓ et chaque a ∈ Rfℓ une unite´ εj,x,a ∈ E+(fℓ).
On pose v
(x,a)
j,k = εj,x,avj,k on pose z
(x,a)
j,k = e
(
TrK/Q(v
x,a
j,k )
)
.
On de´finit la mesure dα
(j,x)
a−1,c,f(t) comme au lemme 3.8 page 20 en remplac¸ant
les zj,k par les z
x,a
j,k∫
Znp
ϕr1,h(t1) . . . ϕr1,h(tn)dα
(j,x)
a−1,c,f(t) =
c−1∑
δ=1
e
(
Tr(δνx
) n∏
k=1
(
z
(x,a)
j,k
)δrk
1− (z(x,a)j,k )δph
=
c−1∑
δ=1
e
n∏
k=1
(
z
(x,a)
j,k
)δ(xk+rk)
1− (z(x,a)j,k )δph
Corollaire 5.2. Avec les notations pre´ce´dentes. On de´finit pour a ∈ Rfℓ ,
j ∈ Jfℓ , x ∈ Rfℓ(j, a) et χ caracte`re de Dirichlet ge´ne´ralise´ pair les fonctions de
Ab(Qp[χ])
X
(j,x)
fℓ
(εj,x,a, a
−1, c, T ) = ω(NK/Q(a))(1 + T )
−〈NK/Q(a)〉
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c−1∑
δ=1
n∏
k=1
(
z
(x,a)
j,k
)δxk(1 + T )pℓn
1− (1 + T )TrK/Q(v(x,a)j,k )(z(x,a)j,k )δ
Xfℓ(ε, a
−1, c, T ) =
∑
j∈Jfℓ
∑
x∈Rfℓ (j,a)
X
(j,x)
εjx,a,fℓ
(a−1, c, T )
Xfℓ(ε, χ, c, T ) =
∑
a∈Rfℓ
χ(a−1)Xfℓ(εjx,a, a
−1, c, T )
On a alors l’e´galite´∥∥Xfℓ(ε, χ, c, T )∥∥Ab = ∥∥Zc,(u)K,fℓ,p(χ, T )∥∥Ab
et de plus si
Xfℓ(ε, χ, c, T ) =
pℓ−1∑
k=0
bk,ℓ(1 + T )
k mod
(
(1 + T )p
ℓ − 1)ZχZp[χ][[T ]]
alors ∥∥Xfℓ(ε, χ, c, T )∥∥Ab = sup
0≤k≤pℓ−1
∣∣bk,ℓ∣∣
De´monstration: On reprend le calcul du lemme 5.1 mais au de´but nous le
faisons de manie`re plus pre´cise c’est a` dire modulo en fait
(
(1 + T )q
−1p2ℓ+4 −
1
)
ZχZp[χ][[t]].
Pour simplifier l’e´criture on oubliera syste´matiquement les unite´s εj,x,a dans
les notations.
NK/Q
(
L∗j(x + t)
)
= NK/Q
(
(L∗j(x + t)− 1) + 1
)
=
n∏
i=1
(
(L
∗,(i)
j (x+ t)− 1) + 1
)
=
= 1 + TrK/Q
(
(L
∗,(i)
j (x+ t)− 1
)
+ (f(x+ t)
ou` supt∈Znp |f(x+ t)| ≤ p−2ℓ−4. Il est clair en effet d’apre`s (17) que f(x+ t) ∈
p2ℓ+4Zp.
Par conse´quent
(1 + T )
Lu
[
NK/Q
(
L∗j (x+t)
)]
= (1 + T )
[TrK/Q
(
(L
∗,(i)
j (x+t)−1
)
+q−1p2ℓ+4g0(x+t)
]
ou` g0(x+ t) ∈ C(Zp,Zp) et donc
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(1 + T )
Lu
[
NK/Q
(
L∗j (x+t)
)]
=
= (1 + T )
[TrK/Q
(
(L
∗,(i)
j (x+t)−1
)
]
((
(1 + T )(q
−1p2ℓ+4) − 1)+ 1)g0(x+t)
En de´veloppant
((
(1+T )(q
−1pℓ+2)−1)+1)g1(x+t) par la formule du binoˆme
de Newton il vient
(1 + T )
Lu
[
NK/Q
(
L∗j (x+t)
)]
≡ (1 + T )[TrK/Q
(
(L
∗,(i)
j (x+t)−1
)
]
mod
(
(1 + T )(q
−1p2ℓ+4) − 1
)
Zp[[T ]]
En reportant cette congruence dans la formule du corollaire 3.10 page 22 il
vient comme au lemme 5.1
Z
(c,u)
K,fℓ,p
(χ, T ) ≡
∑
a∈Rfℓ
χ(a−1)(−1)n(1 + T )−Lu
[
NK/Q(a)
]
ω(NK/Q(a))×
×
∑
j∈Jfℓ
∑
x∈Rfℓ (j,a)
∫
Znp
(1 + T )
[TrK/Q
(
(L
∗,(i)
j (x+t)−1
)
]
dα
(j,x)
a−1,c,f(t)
mod
(
(1 + T )(q
−1p2ℓ+4) − 1)ZχZp[[T ]]
En revenant a` la de´finition de la mesure dα
(j,x)
a−1,c,f(t) il vient
Z
(c,u)
K,fℓ,p
(χ, T ) ≡
≡
∑
a∈Rfℓ
χ(a−1)(−1)n(1 + T )−Lu
[
NK/Q(a)
]
ω(NK/Q(a))
∑
j∈Jfℓ
∑
x∈Rfℓ (j,a)
c−1∑
δ=1
×
× lim
h→∞
ph−1∑
r1=0
· · ·
ph−1∑
rn=0
(1 + T )
[
TrK/Q((
∑n
k=1 xkvj,k)−1)
]
×
×
n∏
k=1
z
δ(xk+rk)
j,k (1 + T )
[TrK/Q(rkvj,k)]
1− zδphj,k
mod
(
(1 + T )(q
−1p2ℓ+4) − 1)ZχZp[[T ]]
On somme les se´ries ge´ome´trique en rk, on remarque que
(18) lim
h→∞
1− (1 + T )TrK/Q(phvj,k)]zδphj,k
1− zδphj,k
= 1
il vient
Z
(c,u)
K,fℓ,p
(χ, T ) ≡
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≡
∑
a∈Rfℓ
χ(a−1)(−1)n(1 + T )−Lu
[
NK/Q(a)
]
ω(NK/Q(a))
∑
j∈Jfℓ
∑
x∈Rfℓ (j,a)
c−1∑
δ=1
(1 + T )
[
TrK/Q((
∑n
k=1 xkvj,k)−1)
] n∏
k=1
zδxkj,k
1− (1 + T )[TrK/Q(vj,k)]zδj,k
mod
(
(1 + T )(q
−1p2ℓ+4) − 1)ZchiZp[[T ]]
Comme
∣∣∣(∑nk=1 xkvj,k)− 1∣∣∣ ≤ p−l−2 on en de´duit que
Z
(c,u)
K,fℓ,p
(χ, T ) ≡ (−1)n(1 + T )−Lu
[
NK/Q(a)
]
ω(NK/Q(a))×
×
∑
j∈Jfℓ
∑
x∈Rfℓ (j,a)
c−1∑
δ=1
n∏
k=1
zδxkj,k
1− (1 + T )[TrK/Q(vj,k)]zδj,k
mod
(
(1 + T )(q
−1pℓ+2) − 1)ZchiZp[[T ]]
D’apre`s le corollaire C.7 page 87 on a∑
a∈Rfℓ
χ(a−1)Z
(u)
K,fℓ,p
(a−1, c, T ) ≡
∑
a∈Rfℓ
χ(a−1)(−1)n(1 + T )−〈NK/Q(a)〉×
× ω(NK/Q(a))
∑
j∈Jfℓ
∑
x∈Rfℓ (j,a)
c−1∑
δ=1
n∏
k=1
zδxkj,k
1− (1 + T )[TrK/Q(vj,k)]zδj,k
mod
(
(1 + T )(q
−1pℓ+2) − 1)ZchiZp[[T ]]
Le second membre n’est autre que (1+T )−p
ℓnXfℓ(ε, χ, c, T ). Or on a claire-
ment ∥∥(1 + T )−pℓnXfℓ(ε, χ, c, T )∥∥Ab = ∥∥Xfℓ(ε, χ, c, T )∥∥Ab
La preuve du corollaire est comple`te.
On peut aussi montrer le lemme suivant
Lemme 5.3. On suppose la fonction T 7→ Z(u)K,fℓ,p(a−1, c, T ) non identiquement
nulle. Soit ℓ ≥ 0 un entier tel que
Z
(u)
K,f,p(a
−1, c, T ) =
pℓ−1∑
k=0
bk,ℓ(1 + T )
k +
(
(1 + T )p
ℓ − 1)Gℓ(T )
sup
0≤k≤pℓ−1
|bk,ℓ| = ‖Z(u)K,f,p(a−1, c, T )‖Ab
Gℓ ∈ Zp[[T ]], ‖Gℓ‖Ab ≤ ‖Z(u)K,f,p(a−1, c, T )‖Ab
Conside´rons la de´composition de Shintani-Colmez de (R∗+)
n/E+(fℓ) en coˆnes
Cj, j ∈ Jfℓ . On impose aux vecteurs de bases, vj,k, des coˆnes Cj d’appartenir
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a` fℓa e’t de ve´rifier la condition
∣∣TrK/Q(vj,k)∣∣ = p−ρ pour tout j ∈ J et tout
k ∈ [1, n].
Choisissons un ensemble fini d’ide´aux I(a, f, fℓ) de OK comme au lemme B.1
page 69. Alors la fonction de Ab(Qp)
Yfℓ(a
−1, c, T ) = ω(NK/Q(a))(1 + T )
−Lu(NK/Q(a))×
×
∑
j∈Jfℓ
∑
x∈Rfℓ (j,a)
c−1∑
δ=1
n∏
k=1
zδxkj,k
1− zδj,k
ve´rifie ∥∥Yfℓ(a−1, c, T )∥∥Ab = ∥∥Z(u)K,f,p(a−1, c, T )∥∥Ab
De´monstration: On utilise le lemme B.1 page 69, ensuite aux notations pre`s
la preuve est la meˆme que celle du lemme 5.1.
Remarque 5.1. Autrement dit on a montre´ qu’a` une permutation pre`s, les
coefficients bk,ℓ de Z
(c,u)
K,f,p(χ, T ) et ceux de Yfℓ(χ, c, T ) ont meˆme maximum en
valeur absolue.
Nous allons de´finir une mesure dBχ,c,fℓ sur Z
n+1
p qui satisfait les hypothe`ses
du the´ore`me 4.8 page 32. On calculera la norme de la fonction∫
Z
n+1
p
(1 + T )Lu(t0+···+tn)dBχ,c,fℓ
de deux fac¸ons diffe´rentes. On montrera d’une part que sa norme est e´gale a`
‖Z(c,u)K,f,p(χ, T )‖Ab et que d’autre part elle pourra se calculer facilement a` l’aide
du lemme 5.1.
Auparavant posons les de´finitions suivantes. Nous gardons les notations
et conventions introduites au lemme 5.1 et au corollaire 5.2.
De´finition 5.4. Pour z ∈ Zp on de´finit la mesure de Dirac δz par δz(f) =∫
Zp
f(t)dδz(t) = f(z) pour f ∈ C(Zp,Cp).
Pour a ∈ Rfℓ , j ∈ Jfℓ et x ∈ Rfℓ choisissons une unite´ εa,j,x ∈ E+(fℓ). Soit
a ∈ Rfℓ et soit aℓ un entier naturel tel que
|aℓ − ω(NK/Q(a))| ≤
1
pℓ
On note ϕr,h(t) ∈ C(Zp,Cp) la fonction caracte´ristique de la boule B(r, p−h)+ ∩
Zp pour 0 ≤ r ≤ ph−1. Soit dB(j,x)a−1,c,fℓ(t0, t1, . . . , tn) la mesure sur Zn+1p de´finie
par∫
Z
n+1
p
ϕr0,h(t0)ϕ[aℓ(pℓ+r1TrK/Q(v
(x,a)
j,1 ),h+ρ]
(t1) . . .
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. . . ϕ
[aℓ(pℓ+rnTrK/Q(v
(x,a)
j,n ),h+ρ]
(tn)dB
(j,x)
a−1,c,fℓ
(t) =
= δ[−NK/Q(a))](ϕr0,h(t0))
c−1∑
δ=1
n∏
k=1
(
z
(x,a)
j,k
)δ(xk+rk)
1− (z(x,a)j,k )δph
Soit dB∗
a−1,c,fℓ
(t) la mesure sur Zn+1p de´finie par
dB∗a−1,c,fℓ(t) =
∑
j∈J
∑
x∈Rfℓ
dB
(j,x)
a−1,c,fℓ
(t)
Soit dB∗χ,c,fℓ(t) la mesure sur Z
n+1
p de´finie par
dB∗χ,c,fℓ(t) =
∑
a∈Rfℓ
dB∗a−1,c,fℓ(t)
Lemme 5.5. Les mesures dB
(j,x)
a−1,c,fℓ
et dB∗a−1,c,fℓ ont leur support contenu dans
Wa =
{
t ∈ Zn+1p
∣∣∣ t0 ∈ [−NK/Q(a)]Z∗p, (t1, . . . , tn) ∈ (aℓ(pℓ + pρZ∗p))n}
La mesure dB∗χ,c,fℓ a son support contenu dans ∪a∈RfℓWafrak
De´monstration: Imme´diat a` partir des de´finitions des mesures dB
(j,x)
a−1,c,fℓ
,
dB∗a−1,c,fℓ et dB
∗
χ,c,fℓ .
De´finition 5.6. Posons w = (w0, . . . , wn), w = w0 + · · · + wn et soit pour
|T | < 1
G
(j,x)
fℓ
(a−1, c, T ) =
∫
Z
n+1
p
(1 + T )(w) dB
(j,x)
a−1,c,fℓ
(w)
Gfℓ(a
−1, c, T ) =
∑
j∈J
∑
x∈R(j,a)
G
(j,x)
fℓ
(a−1, c, T )
=
∫
(Z∗p)
n+1
(1 + T )(w) dB∗a−1,c,fℓ(w)
Gfℓ(χ, c, T ) =
∑
a∈Rfℓ
χ(a)Gfℓ(a
−1, c, T )
=
∫
(Z∗p)
n+1
(1 + T )(w) dB∗χ,c,fℓ(w)
On a alors le lemme suivant
Lemme 5.7. Pour T ∈ Cp on a
G
(j,x)
fℓ
(a−1, c, T ) = (1 + T )[−NK/Q(a)]
c−1∑
δ=1
n∏
k=1
zxkδj,k (1 + T )
aℓp
ℓ
1− (1 + T )[aℓTrK/Q(v(x,a)j,k )]zδj,k
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De´monstration: D’apre`s la de´finition de la mesure dB
(j,x)
a−1,c,fℓ
(t0, w)
G
(j,x)
fℓ
(a−1, c, T ) = (1 + T )[−NK/Q(a)]
lim
h→∞
ph−1∑
r1=0
· · ·
ph−1∑
rn=0
c−1∑
δ=1
n∏
k=1
z
(xk+rk)δ
j,k (1 + T )
aℓp
ℓ
(1 + T )[rkaℓTrK/Q(v
(x,a)
j,k )]
1− zδphj,k
Le reste du calcul est le meˆme que celui du lemme 5.1, d’ou` le re´sultat
Proposition 5.8. La mesure dB∗χ,c,fℓ(w) ve´rifie les conditions (H-6) page 31.
De´monstration: Pour simplifier on oublie de mentionner l’unite´ εj,x,a. Pour
la mesure dB∗χ,c,fℓ(w) posons
Gfℓ(χ, c, (T0, T1, . . . , Tn)) =
=
∫
(Z∗p)
n+1
(1 + T0)
w1(1 + T1)
w2 . . . (1 + Tn)
wndB∗χ,c,fℓ(w)
D’apre`s le lemme 5.7 on a donc
Gfℓ(χ, c, (T0, . . . , Tn)) =
∑
a∈ Rfℓ
χ(a−1)
∑
j∈J
∑
x∈Rfℓ (j,a)
×
×
c−1∑
δ=1
(1 + T0)
[−NK/Q(a)]
n∏
k=1
zxkδj,k (1 + Tk)
aℓp
ℓ
1− (1 + Tk)[aℓTrK/Q(vj,k)]zδj,k
Sur cette formule il est clair que la mesure dB∗χ,c,fℓ(w) ve´rifie les conditions
(H-6) page 31.
Proposition 5.9. Soit χ un caracte`re de Dirichlet ge´ne´ralise´ pair sur Rf. No-
tons dB˜
(j,x)
a−1,c,fℓ
(w) la mesure sur Zn+1p telle que∫
Z
n+1
p
(1 + T )(w0+···+wn)dB˜
(j,x)
a−1,c,fℓ
(w) =
∫
Z
n+1
p
(1 + T )Lu(w0+···+wn)dB
(j,x)
a−1,c,fℓ
(w)
et de meˆme soit
dB˜a−1,c,fℓ(w) =
∑
j∈J
∑
x∈Rfℓ (a,,j)
dB˜
(j,x)
a−1,c,fℓ
(w)
dB˜χ,c,fℓ(w) =
∑
a∈Rfℓ
χ(a−1)dB˜a−1,c,fℓ(w)
On pose
G˜fℓ(χ, c, T ) =
∫
Z
n+1
p
(1 + T )(w0+···+wn)dB˜χ,c,fℓ(w)
alors ∥∥G˜fℓ(χ, c, T )∥∥Ab = ∥∥Xfℓ(χ, c, T )∥∥Ab
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De´monstration: Le logarithme p-adique est une isome´trie de 1+qZp sur qZp
et le support de dBa−1,c,fℓ est tel que w0 + · · ·+wn ∈ −NK/Q(a) + pρZp, on en
de´duit que∥∥∥∫
Z
n+1
p
(1 + T )Lu(w0+···+wn)dB∗χ,c,fℓ(w)
∥∥∥
Ab
=
=
∥∥∥∫
Z
n+1
p
(1 + T )〈w0+···+wn〉dBχ,c,fℓ(w)
∥∥∥
Ab
=
∥∥∥∥ ∑
a∈Rfℓ
χ(a−1)
∫
Z
n+1
p
(1 + T )
[
w0+···+wn
ω(NK/Q(a)
]
dB∗a−1,c,fℓ(w)
∥∥∥∥
Ab
Comme
∣∣∣ aℓ
ω(NK/Q(a)
− 1
∣∣∣ ≤ 1
pℓ+1
on a
∑
a∈Rfℓ
χ(a−1)
∫
Z
n+1
p
(1 + T )
w0+···+wn
ω(NK/Q(a) dBa−1,c,fℓ(w) ≡
≡
∑
a∈Rfℓ
χ(a−1)(1 + T )
−
NK/Q(a)
ω(NK/Q(a)
∑
j∈Jfℓ
∑
x∈Rfℓ
c−1∑
δ=1
n∏
k=1
zxkδj,k (1 + T )
pℓ
1− (1 + T )[TrK/Q(v(x,a)j,k )]zδj,k
mod
(
(1 + T )p
ℓ − 1)Zp[χ][[T ]]
ce qui e´quivaut a`∥∥∥∫
Z
n+1
p
(1 + T )Lu(w0+···+wn)dBχ,c,fℓ(w)
∥∥∥
Ab
=
∥∥∥Xfℓ(ε, χ, c, T )∥∥∥
Ab
compte tenu du choix de ℓ.
Proposition 5.10. On a
Gfℓ(χ, c, T ) ≡ 2n−1
∑
a∈Rfℓ
∑
j∈Jfℓ
∑
x∈Rfℓ (j,a)
c−1∑
δ=1{
(1 + T )[−NK/Q(a)]
n∏
k=1
zxkδj,k (1 + T )
aℓp
ℓ
1− (1 + T )[aℓTrK/Q(v(x,a)j,k )]zδj,k
+
+ (1 + T )[NK/Q(a)]
n∏
k=1
zxkδj,k (1 + T )
aℓp
ℓ
1− (1 + T )[aℓTrK/Q(v(x,a)j,k )]zδj,k
}
mod
(
(1 + T )p
ℓ − 1)Zp[χ][[T ]]
De´monstration: D’apre`s le the´ore`me 4.8 page 32 on a
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∥∥Xfℓ(a−1, c, T )∥∥Ab =
∥∥∥∥ 1#V ∑
I⊂{0,n}
∑
x∈Rfℓ (j,a)
c−1∑
δ=1
(1 + T )κI(0)[−NK/Q(a)]
n∏
k=1
zxkδj,k (1 + T )
[κI(k)aℓp
ℓ]
1− (1 + T )[κI(k)aℓTrK/Q(v(x,a)j,k )]zδj,k
∥∥∥∥
Ab
Le choix de ℓ, le choix de εa,j,x dans E+(fℓ) et celui de vj,k dans fℓ entraˆınent
que
(1 + T )TrK/Q(εj,x,avj,k) ≡ (1 + T )TrK/Q(vj,k)
≡ (1 + T )pℓ ≡ 1 mod ((1 + T )pℓ − 1)Zp[[T ]]
Par conse´quent
n∏
k=1
zxkδj,k (1 + T )
[κI(k)aℓp
ℓ]
1− (1 + T )[κI(k)aℓTrK/Q(v(x,a)j,k )]zδj,k
mod
(
(1 + T )p
ℓ − 1)Zp[χ][[T ]]
ne de´pend pas de la fonction κI et le re´sultat s’ensuit.
Les syme´tries que nous avons trouve´es sur les fonctions Gfℓ(χ, c, T ), sont en
quelque sorte des syme´tries triviales.
Nous allons montrer une syme´trie supple´mentaire qui relie Gfℓ(a
−1, c, T ) et
Gfℓ(a˜
−1, c, T ) ou` a˜−1 est un ide´al de´duit de a−1 par l’action de −1 dans le groupe
des classes de rayon modulo fℓ. Elle permet d’obtenir une valeur pre´cise pour
la norme de Z
(c,u)
K,f,p(χ, T ). Elle permet aussi de retrouver la congruence modulo
2n de Deligne-Ribet.
P. Colmez,[7], [8], a aussi obtenu les congruences modulo les puissances de
2 de Deligne et Ribet graˆce a` sa version raffine´e de la de´composition en coˆnes
de Shintani de (R∗+)
n/E+.
Plus pre´cise´ment, soit γ ∈ OK dont l’image dans Rfℓ est e´gale a` −1, c’est a`
dire que l’image γ de γ dans Rfℓ est un e´le´ment d’ordre 2 non trivial dans Rfℓ .
On peut prendre
γ = fℓp
r − 1
ou` fℓ est le ge´ne´rateur positif de l’ide´al fℓ ∩ Z et ou` r ∈ Z≥1.
A` chaque a ∈ Ifℓ = If on peut associer γa = (γ)a. cette application est une
involution de Rfℓ .
Choisissons un syste`me complet de repre´sentants de Rfℓ/〈γ〉 dans If ou`
〈γ〉 = {γn | n ∈ Z}
que l’on notera encore par abus de langage Rfℓ/〈γ〉 . Si a ∈ Rfℓ/〈γ〉 on choisit
des vecteurs de base des coˆnes (Cj)j∈J , (vj,k)1≤k≤n. Pour l’ide´al γa on choisit
comme vecteurs de base des coˆnes (Cj)j∈J les vecteurs (γvj,k)1≤k≤n.
On a alors le lemme suivant
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Lemme 5.11. Soit γ = fpr − 1 ∈ Rfℓ et soit a ∈ Rfℓ/〈γ〉 et soit Rfℓ(j, a)
comme au lemm A-(B.5) page 73 et soit
Rfℓ
(
j, (γa)
)
=
{
y ∈ OK
∣∣∣ y = n∑
k=1
yk(γvj,k) ∈ a, yk ∈ Q, tel que
1 ≥ yk
{
≥ 0 si Cj est ferme´ pour la coordonne´e k
> 0 si Cj est ouvert pour la coordonne´e k
et y ≡ 1 mod ∗f
}
Alors pour tout y ∈ Rfℓ(j, γa) il existe un unique x ∈ Rfℓ(j, a) tel que xk = 1−yk
pour 1 ≤ k ≤ n et re´ciproquement pour tout x ∈ Rfℓ(j, a) il existe un unique
y ∈ Rfℓ(j, γa) tel que yk = 1− xk pour 1 ≤ k ≤ n.
De´monstration: Soit a ∈ Rfℓ/〈γ〉, alors par de´finition
b ∼
fℓ
a−1 ⇐⇒ b · a = (λ), λ ≡ 1 mod ∗fℓ
il existe donc x ∈ Rfℓ(j, a) tel que
λ ≡ x =
n∑
k=1
xkvj,k mod
n∑
k=1
Zvj,k
Alors
b · (γa) = (γλ)
γλ ≡
n∑
k=1
xk(γvj,k) mod
n∑
k=1
Z(γvj,k)
mais
n∑
k=1
xk(γvj,k) ≡ −1 mod ∗f car γ = fℓpr − 1. Par contre il est clair que
n∑
k=1
(1− xk)(γvj,k) ≡ 1 mod ∗f
et donc
n∑
k=1
(1 − xk)(γvj,k) ∈ Rfℓ
(
j, (γa)
)
Re´ciproquement
b ∼
fℓ
(γa)−1 ⇐⇒ b · a = (λ′), λ′ ≡ 1 mod ∗fℓ
et il existe y ∈ Rfℓ
(
j, (γa)
)
tel que
λ′ ≡ y =
n∑
k=1
yk(γvj,k) mod
n∑
k=1
Z(γvj,k)
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on en de´duit que
b · a =
(λ′
γ
)
avec
(λ′
γ
)
≡
n∑
k=1
ykvj,k mod
n∑
k=1
Zvj,k
mais
n∑
k=1
ykvj,k ≡ −1 mod ∗f car γ = fpr − 1
par contre il est clair que
n∑
k=1
(1− yk)vj,k ≡ 1 mod ∗f
et donc
n∑
k=1
(1− yk)vj,k ∈ R(j, a)
Ce lemme va nous permettre de montrer le
The´ore`me 5.12. Soit γ = fℓp
r − 1 ou` fℓ ∩ Z = fℓZ avec fℓ ∈ Z>0. On note
w = (w0, . . . , wn) et w = w0 + · · · + wn. On pose pour a ∈ Rfℓ/〈γ〉, pour
I = {k1, . . . , ki} ⊂ {1, . . . , kn}
B
(γ)
a−1,c,fℓ
(w) = ω(NK/Q(a))Ba−1,c,fℓ(w) + ω(NK/Q(γa))B(γa)−1,c,fℓ(w)
G
(γ)
fℓ
(a−1, c, T ) =
∫
Z
n+1
p
(1 + T )w dB
(γ)
a−1,c,fℓ
(w)
G
(I,γ)
fℓ
(a−1, c, T ) =
∫
Z
n+1
p
(1 + T )w d(B
(γ)
a−1,c,fℓ
◦ κ
I
)(w)
Alors G
(γ)
fℓ
(a−1, c, T ) ne de´pend pas de l’exposant r dans γ = fpr − 1. Si l’on
pose
G
(−1)
fℓ
(a−1, c, T ) = lim
r→∞
r=φ(c)r′
G
(γ)
fℓ
(a−1, c, T )
on a la relation
(19) G
(−1)
fℓ
(a−1, c, T ) ≡ 2Gfℓ(a−1, c, T ) mod
(
(1 + T )p
ℓ − 1)Zp[[T ]]
Remarque 5.2. Le lemme 5.11 et ce the´ore`me permettent de re´cupe´rer la
congruence modulo 2n de Deligne et Ribet [9].
De´monstration: Le fait que G
(γ)
fℓ
(a−1, c, T ) ne de´pende pas de l’exposant r
est trivial car Z
(u)
K,fℓ,p
(a−1, c, T ) ne de´pend que de la classe de a dans Rf et non du
repre´sentant choisi. Il en est donc de meˆme pour Z
(u)
K,fℓ,p
(
(γa)−1, c, T
)
. Ensuite
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les fonctions Yfℓ(a
−1, c, T ) et Xfℓ(a
−1, c, T ) qui sont construites a` partir de la
fonction Z
(u)
K,f,p(a
−1, c, T ) ne de´pendent donc que de la classe de a dans Rf et il
en est donc de meˆme Gfℓ(a
−1, c, T ) et de G
(γ)
fℓ
(a−1, c, T ).
La de´finition de G
(γ)
fℓ
(a−1, c, T ) donne en de´veloppant
(20) G
(γ)
fℓ
(a−1, c, T ) =
c−1∑
δ=1
∑
j∈Jfℓ
∑
x∈Rfℓ (j,a)
ω(NK/Q(a))
{
(1 + T )[−NK/Q(a)]
n∏
k=1
zδxkj,k (1 + T )
aℓp
ℓ
1− (1 + T )[aℓTrK/Q(εa,j,xvj,k)]zδj,k
+
+ ω(NK/Q(γ))(1 + T )
[−NK/Q(γa)]×
×
n∏
k=1
zγδxkj,k (1 + T )
γaℓp
ℓ
1− (1 + T )[γaℓTrK/Q(γεa,j,xvj,k)]zδγj,k
}
On peut dans la formule (20) faire tendre r vers l’infini de telle sorte que pr reste
dans une classe fixe modulo cZ. Ceci permet de ne pas modifier les facteurs du
type
n∏
k=1
zγδxkj,k (1 + T )
aℓTrK/Q(γεa,j,xvj,k)
1− zδγj,k
Il suffit pour cela de prendre des r tels que pr ≡ 1 mod cZ et donc de choisir
r = φ(c)r′ et il vient
G
(−1)
fℓ
(a−1, c, T ) =
c−1∑
δ=1
∑
j∈Jfℓ
∑
x∈Rfℓ (j,a)
ω(NK/Q(a))
{
(1 + T )[−NK/Q(a)]
n∏
k=1
zδxkj,k (1 + T )
aℓp
ℓ
1− (1 + T )[aℓTrK/Q(εa,j,xvj,k)]zδj,k
+
(−1)n(1 + T )[−(−1)nNK/Q(a)]×
×
n∏
k=1
z
(f−1)δ(1−xk)
j,k (1 + T )
−aℓp
ℓ
1− (1 + T )−aℓTrK/Q(εa,j,xvj,k)(−1)nzδ(f−1)j,k
Il est clair que
G
(−1)
fℓ
(a−1, c, T ) = 2Gfℓ(a
−1, c, T ) mod
(
(1 + T )p
ℓ − 1)Zp[[T ]]
le the´ore`me est de´montre´.
Remarque 5.3. Dans ce calcul nous avons lie´ les constantes qpour le calcul
de Gfℓ(a
−1, c, T ) et de Gfℓ(γa
−1, c, T ). Ces deux fonctions ne sont donc pas
inde´pendantes. en particulier si le caracte`re χ n’est pas pair alors
χ(a−1)Gfℓ(a
−1, c, T ) + χ(γa)−1)Gfℓ((γa)
−1, c, T ) = 0
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Nous avons vu a` la remarque B.1 page 72 et a` la proposition 3.13 page 25
que l’on peut remplacer pour chaque j ∈ Jfℓ et chaque x ∈ Rfℓ(j, a) le coˆne Cj
par le coˆne εa,j,xCj ou` εa,j,x ∈ E+(f) sans changer la valeur des inte´grales∑
j∈Jfℓ
∑
x∈Rfℓ (j,a)
∫
Znp
(1 + T )
−Lu
(
NK/Q(L
∗
j (x+r))
)
dα
(j,x)
a−1,c,fℓ
(t)
et donc des fonctions Z
(u)
K,fℓ,p
(a−1, c, T ).
Lemme 5.13. Pour a ∈ Rf/〈γ〉, pour chaque j ∈ Jfℓ et pour chaque x ∈
Rfℓ(j, a) il existe des unite´s εa,j,x ∈ E+(f) telles que les fonctions
T 7−→ (1 + T )[TrK/Q(εj,x,avj,k)]
soient deux a` deux distinctes en tant que fonctions analytiques borne´es sur
B(0, 1)−, ou ce qui revient au meˆme que les caracte`res sur Zp
x 7−→ (1 + T )[xTrK/Q(εj,x,avj,k)]
soit deux a` deux line´airement inde´pendants.
De´monstration: D’apre`s le lemme d’inde´pendance des caracte`res d’Artin
pour qu’il en soit ainsi il faut et il suffit que les e´le´ment de K
−NK/Q(a) + aℓ
n∑
k=1
TrK/Q(εa,j,xvj,k)
soient deux a` deux distincts.
Or pour y 6= 0 la forme line´aire
TrK/Q : K −→ Q
x 7−→ TrK/Q(xy)
a un noyau re´duit a` ze´ro. Comme les unite´s de K, engendrent K sur Q le re´sultat
en de´coule imme´diatement.
5.2 Nullite´ du µ-invariant analytique d’Iwasawa d’un corps de nom-
bres re´el.
Graaˆce aux re´sultats pre´ce´dents nous pouvons calculer la norme des fonctions
zeta et L p-adiques de Dirichlet ge´ne´ralise´es d’un corps de nombres totalement
re´el K de degre´ n sur Q. Si χ est un caracte`re de Dirichlet ge´ne´ralise´ pair
sur le groupe des classes de rayon modulo f nous de´finissons le µchi-invariant
analytique de la se´rie d’Iwasawa associe´e Z
(c,u)
K,f,p(χ, T )∥∥∥∥Z(c,u)K,f,p(χ, T )2n
∥∥∥∥
Ab
= p−µχ
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Si χ est non trivial
∥∥∥∥Z(c,u)K,f,p(χ, T )∥∥∥∥
Ab
=
∥∥∥∥Z(u)K,f,p(χ, T )∥∥∥∥
Ab
et si χ est trivial sur
Rf alors
∥∥∥∥Z(c,u)K,f,p(T )∥∥∥∥
Ab
=
∥∥∥∥(T − u− 1)Z(u)K,f,p(T )∥∥∥∥
Ab
The´ore`me 5.14. Soient p ∈ Z≥1 un nombre premier, K un corps de nombres
totalement re´el de degre´ n d’anneau des entiers OK, et f un ide´al entier de K
divisible par tous les ide´aux premiers p de OK divisant le nombre premier p.
Alors on a: ∥∥Z(c,u)K,f,p(χ, T )(χ, c, T )∥∥Ab = |2n|
De´monstration: On a vu au lemme 5.3 page 46 qu’il suffit de montrer le
meˆme re´sultat pour la fonction Xfℓ(χ, c, T ).
On a vu a` la proposition 5.9 que Xf(χ, c, T ) a meˆme norme que la Gamma-
transforme´e restreinte de la mesure dB∗χ,c,fℓ(w). On peut donc appliquer le
the´ore`me 4.8 page 32 et on a
∥∥Xfℓ(χ, c, T )∥∥Ab =
∥∥∥∥∥ ∑
I⊂{0,1,...,n}
∫
Z
n+1
p
(1 + T )w d(B∗χ,c,f ◦ κI)(w)
∥∥∥∥∥
Ab
Choisissons γ = fpr − 1 comme au lemme 5.11, on a d’apre`s le the´ore`me
5.12 avec ses notations∑
I⊂{0,1,...,n}
∫
Z
n+1
p
(1 + T )w d(B∗χ,c ◦ κI)(w) =
=
∑
I⊂{0,1,...,n}
∑
a∈Rfℓ/〈γ〉
χ(a−1)
∫
Z
n+1
p
(1 + T )w d(B
(γ)
a−1,c,fℓ
◦ κI)(w)
= 2n+1
∑
a∈Rfℓ/〈γ〉
χ(a−1)ω
(
NK/Q(a)
)
Xfℓ(a
−1, c, T )
et donc d’apre`s le the´ore`me 4.8 page 32∥∥Xfℓ(χ, c, T )∥∥Ab = |2n|
Ce the´ore`me montre la nullite´ du µχ-invariant analytique d’Iwasawa pour
tout caracte`re de Dirichlet ge´ne´ralise´ pair de K. Il reste a` relier le µχ-invariant
analytique d’Iwasawa avec le µ-invariant d’Iwasawa pour le Λ-module du p-
Sylow du groupe des classes de la Zp-extension cyclotomique d’une extension
abe´lienne re´elle d’un corps de nombres totalement re´el.
6 µ = 0 pour la Zp extension cyclotomique d’un corps
CM.
Soit K un corps de nombre totalement re´el, soit M une extension abe´lienne
de type CM de K de conducteur f divisible par tous les ide´aux premier de K
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divisant p et contenant les racines q-ie`mes de l’unite´. On note M+ son sous
corps re´el maximal.
Nous montrons dans ce chapitre que la nullite´ du µp-invariant analytique
d’Iwasawa des fonctions L p-adiques associe´es a` l’extension abe´lienne relative
M+/K implique la nullite´ du µ-invariant d’Iwasawa, µp = µp(M), pour le Λ-
module A∞ associe´ au p-Sylow du groupe des classes de la Zp-extension cyclo-
tomique M∞ de M.
Notations 6.1. Dans tout ce chapitre on fixe un corps de nombres totalement
re´el K et une extension abe´lienne M de type CM de K. On note M∞ la Zp-
extension cyclotomique de M.
M+
Zp
G∞ ≃ G× Zp
G abe´lien
G+
K
M de type CM
M+∞
M+m
Mm
pmZp
Zp
G+∞ ≃ G+ × Zp
Q
M∞
Le groupe de Galois G(M∞/M) est isomorphe a` Z et on note Mm le sous-
corps de M∞ contenant M et laisse´ fixe par p
mZp. On note aussi M
+ le sous-
sorps totalement re´el de M, M+∞ le sous corps re´el maximal de M∞. M
+
∞ est
aussi une Zp-extension de M
+ que nous appelerons la Zp-extension cyclotomique
de M+. On notera M+m le sous-corps de M
+
∞ contenant M
+ laisse´ fixe par pmZp.
On notera hm, respectivement h
+
m, le nombre de classes de Mn, respective-
ment de M+n et Am le p-sous groupe de Sylow du groupe des classes de Mm.
6.1 Formule analytique du nombre de classes.
Si K est un corps de nombres on note ζK(s) la fonction zeˆta de Dedekind du
corps K, wK le nombre de racines de l’unite´ contenues dans K, RK le re´gulateur
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de K, hK le nombre de classes de K. On a la formule analytique du nombre de
classes, [43]
hK =
wK
RK
lim
s→0
ζK(s)
s[K:Q]
ou` [K : Q] est le degre´ absolu du corps de nombres K.
Si M est une extension abe´lienne de K de groupe de Galois sur K, G :=
G(M/K), on note Ĝ ou Ĝ le groupe des caracte`res de G. Si χ ∈ Ĝ(M/K)) on
note LK(s, χ) la fonction L de Dirichlet ge´ne´ralise´e de K associe´e au caracte`re
χ. La the´orie du corps de classes, [28], montre que
ζM(s) = ζK(s)
∏
χ∈Ĝ(M/K)
LK(s, χ)
On a le lemme classique suivant:
Lemme 6.1. Soit K un corps de nombres totalement re´el, M une extension
abe´lienne de K de type CM, et M+ son sous-corps totalement re´el maximal,
alors le nombre de classes relatif, h−M :=
hM
hM+
, est un entier et
h−M =
wM
wM+
QM
2
[M:Q]−1
2
∏
χ∈Ĝ(M/K)
χ impair
LK(0, χ)
De´monstration: On sait, cf. [44], que dans les conditions du lemme 6.1 le
nombre de classes relatif h−M est un entier. La formule analytique du nombre de
classes applique´e successivement a` M et a` M+ conduit a` la formule indique´e si
l’on remarque que les caracte`res associe´s au groupe de Galois G(M+/K) de M+
sur K sont exactement les caracte`res pairs du groupe de Galois G(M/K) c’est a`
dire ceux qui sont triviaux sur la conjugaison complexe.
6.2 µ-invariant et formule analytique du nombre de classes.
Soit p un nombre premier, il reste a` montrer comment de´duire de la nullite´ du
µp-invariant analytique celle du µp-invariant pour le Λ-module A∞ = lim←−mAm
que l’on notera µp(M).
On peut supposer sans nuire a` la ge´ne´ralite´ que le conducteur f = f(M/K)
de l’extension abe´lienne M/K est divisible par tous les ide´aux premiers p de K
divisant le nombre premier p. On sait en effet, cf. [44], que si M et M′ sont des
extensions abe´liennes de K alors
(21) M′ ⊂ M =⇒ µp(M′) ≤ µp(M)
De meˆme on peut supposer sans nuire a` la ge´ne´ralite´ que M contient les racines
q-ie`mes de l’unite´.
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Nous supposerons donc de´sormais que M est une extension abe´lienne de K
ve´rifiant les conditions (H-0) et (H-1) page 3.
Conside´rons alors la Zp-extension cyclotomique, M∞ =M [Υ∞] de M. Donc
G(M∞/K) ≃ G × Zp ou` G est un groupe abe´lien fini, l’isomorphisme n’est pas
canonique. On a le lemme suivant,[30], de´ja` utilise´ dans [19]:
Lemme 6.2. Le groupe des caracte`res Ĝ(M∞/K) est isomorphe a` Ĝ×B(1, 1−).
Les e´le´ments d’ordre fini de Ĝ(M∞/K) sont en bijection avec Υ∞ ⊂ B(1, 1)−.
De´monstration: On sait que Ẑp ≃ B(1, 1)− ⊂ Cp via l’isomorphisme
Zp −→ Cp
x 7−→ (1 + T )x, |T | < 1
Corollaire 6.3. Pour tout ge´ne´rateur u de 1 + qZp, les caracte`res de Dirichlet
ge´ne´ralise´s, χ ∈ Ĝ(Mm/K) ≃ Ĝ× Ẑp, conside´re´s comme caracte`res sur le groupe
des ide´aux fractionnaires, Ifm , de K premiers au conducteur fm = f(Mm/K),
peuvent se de´composer en un produit
χ = θ ×̟γ ∈ R̂fm × P̂fm , ̟γ(α) ∈ Υpm , si α ∈ Pf
ou` ̟γ est de´fini de la manie`re suivante:
si α ∈ Pfm alors ̟γ(α) = γLu
(
NK/Q(α)
)
De´monstration: Il est clair que pour γ ∈ Υpm l’application
Pf −→ B(1, 1)−
α 7−→ γLu
(
NK/Q(α)
)
(22)
est un caracte`re d’ordre fini sur Pf a` valeurs dans les racines p
m-ie`mes de l’unite´.
Il y a pm tels caracte`res ce qui permet d’affirmer qu’on a construit ainsi tous
les caracte`res d’ordre une puissance de p de Pf.
Cette de´composition des caracte`res de G(Mm/K) permet d’e´crire la formule
analytique pour le nombre de classes relatif de la manie`re suivante
h−m =
wm
w+m
Qm
2
[Mm:Q]
2 −1
∏
θ∈Ĝ
∏
γ∈Υpm
LK(θ̟γ , 0)
Nous sommes en mesure maintenant de de´montrer la nullite´ de l’invariant µp(M)
d’Iwasawa abe´lienne M d’un corps totalement re´el K ve´rifiant les conditions
(H-0) et (H-1) page 3..
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The´ore`me 6.4. Soit p un nombre premier. Si M est une extension abe´lienne de
type CM d’un corps totalement re´el K, contenant les racines q-ie`mes de l’unite´
et dont le conducteur sur K, f est divisible par tout les ide´aux premier de K
divisant p alors l’invariant µp(M) de sa Zp-extension cyclotomique est nul.
De´monstration: On a la relation d’interpolation entre LK(χ, 0) et LK,p(χ, 0)
pour χ un caracte`re de Dirichlet ge´ne´ralise´ Mm/K
LK,p(χ, 0) = LK(χω, 0)
∏
p | p
(
1− χ(p))
ou` ω est le caracte`re de Teichmu¨ller agissant sur I(0)f de la manie`re suivante
χω(a) = χ(a)ω
(
NK/Q(a)
)
Les hypothe`ses sur M assurent que
∏
p | p
(
1 − χ(p)) = 1 car le conducteur de χ
est divisible par tous les ide´aux premiers de K divisant p. Donc∣∣h−m∣∣ = ∣∣∣wm
w+m
∣∣∣ Qm
2
[Mm:Q]
2 −1
∏
θ∈Ĝ
∏
γ∈Υpm
∣∣LK,p(θ̟γ , 0)∣∣
Par ailleurs la forme du caracte`re ̟γ donne´ par la formule (22) implique que
LK,p(θ̟γ , 0) =
∑
a∈Rf
θ(a−1)ZK,f,p(u)(a
−1, f, ξ−1 − 1) = ZK,f,p(u)(θ, ξ−1 − 1)
ou` ξ est une racine pm+vp(f)-ie`me de l’unite´ telle que ξvp(f) = γ.
On remarque tout d’abord que pour m ≥ m0 on a wm = kpm. Les re´sultats
du paragraphe 5.2 permettent alors de conclure que
∥∥∥ 1
2[K:Q]
ZK,f,p(u)(θ, T )
∥∥∥ = 1.
Les re´sulats ge´ne´raux de l’analyse p-adique, the´orie du polygoˆne de New-
ton, [31], ou de manie`re e´quivalente le the´ore`me de pre´paration de Weierstrass,
[44], montrent puisque les coefficients de ZK,f,p(u)(θ, T ) appartiennent a` une
extension finie de Qp que
∃ sθ ∃m1 ≥ m0 ∀m ≥ m1(
γ ∈ Υ∗pm ⇒
∣∣ZK,f,p(u)(θ, γ − 1)∣∣ = |γ − 1|sθ = p sθ(p−1)pm−1 )
On en de´duit alors comme dans [19] que vp(h
−
m) = λ
′m + ν pour m ≥ m1.
Comme on sait a priori d’apre`s la the´orie des Λ-modules que vp(h
−
m) = µMp
m+
λm+ ν pour m ≥ m2 on en de´duite que µp(M) = 0.
Pour conclure on applique la relation (21) et il vient
Corollaire 6.5. Si M est une extension abe´lienne d’un corps totalement re´el K,
contenue dans un corps de nombres de type CM, l’invariant d’Iwasawa µp(M)
associe´ a` sa Zp-extension cyclotomique est nul.
De´monstration: Clair d’apre`s ce qui pre´ce`de.
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Annexes
Dans les annexes A, B, C nous rappelons avec ou sans de´monstrations des
re´sultats de the´orie alge´briques des nombres, de the´orie d’Iwasawa, de the´orie de
Shintani et d’analyse p-adique que nous utilisons. Nous espe´rons ainsi faciliter
la taˆche du lecteur.
A Rappels de the´orie des nombres.
Dans cette annexe”’ nous rappelons les points principaux de the´orie alge´brique
des nombres et de the´orie d’Iwasawa que nous utilisons, nos re´fe´rences sont [11],
[23], [28], [44], [19].
A.1 Rappels de the´orie alge´brique des nombres.
Pour la the´orie alge´brique des nombres nous suivons les notations de J. Neukirch,
[28], et de G. Janusz, [23].
Soit K un corps de nombres de degre´ n = [K : Q], avec n = r + 2s ou` r est
le nombre des plongements re´els de K et 2s celui de ses plongements complexes,
on note OK son anneau des entiers. On de´signe par σ1, . . . , σr les plongements
re´els de K. On dit que α ∈ K est totalement positif, α >> 0, si
σi(α) > 0, 1 ≤ i ≤ r
On note Spec(K) = Spec(OK) les ide´aux premiers de OK, E son groupe des
unite´s. Si a et b sont deux ide´aux entiers de OK on notera a ∧ b leur PGCD.
Si p est un ide´al premier de K et si a est un ide´al fractionnaire de K on notera
vp(a) la valuation p-adique de a. Si f est un ide´al entier de K et a ∈ K on pose
a ≡ 1 mod ∗f ⇐⇒
{
σi(a) > 0 si σi(K) ⊂ R
vp(a− 1) ≥ vp(f), ∀ p ∈ Spec(K)
Soit f un ide´al entier de K, on note
I(0)f = I(0)f (K) = {a ∈ I(0) | a ∧ f = 1}
If = If(K) = {d ∈ I | d = ab−1, a, b ∈ I(0)f }
Pf = {a ∈ K | a >> 0 et a ≡ 1 mod ∗f}
et on pose
Rf = If/Pf
c’est le groupe des classes de rayons modulo f.
Si a est un ide´al entier de K on de´finit la norme de a
NK/Q(a) = N(a) = #
(
OK/a
)
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on e´tend la norme a` I(K) par multiplicativite´.
On note Tr = TrK/Q la trace absolue des e´le´ments de K.
Si K est un corps de nombres, la fonction zeta de Dedekind de K est de´finie
par
ζK(s) =
∑
g∈I(0)(K)
1
NK/Q(g)s
, s ∈ C, ℜ(s) > 1
On sait, [28], que ζK(s) est prolongeable en une fonction me´romorphe sur C
ayant un poˆle simple en s = 1.
Soit M une extension abe´lienne de K de conducteur f˜M/K = f˜ =
∏
pi | f˜
pα˜ii au
sens de la the´orie du corps de classes, [28], on posera alors
f = fM/K =
∏
pi | f˜
pαii , αi ≥ α˜i
f sera appele´ un conducteur de M/K.
On notera G = G(M/K) le groupe de Galois sur K, on peut associer par
l’isomorphisme d’Artin, [28], a` chaque caracte`re χ de G un caracte`re sur Rf
encore note´ χ ou encore un caracte`re sur If(K) et trivial sur Pf appele´ caracte`re
de Dirichlet ge´ne´ralise´. Il peut eˆtre e´tendu trivialement a` I(K). On peut alors
lui associer une fonction L de Dirichlet ge´ne´ralise´e, cf. [28],
LK(χ, s) = L(χ, s,M/K) =
∑
g∈I
(0)
f
(K)
χ(g)
N(g)s
, s ∈ C, ℜ(s) > 1
L’ide´al f = fχ sera appele´ un conducteur du caracte`re χ (il n’est pas ne´cessai-
rement minimal), le plus petit conducteur au sens de la division des ide´aux, sera
appele´ le conducteur de χ, on le notera f˜ = f˜χ. On sait, [28], que LK(χ, s) est
prolongeable en une fonction me´romorphe sur C ayant au plus un poˆle simple
en s = 1.
On suppose dore´navant que K est un corps totalement re´el, donc r = n
et s = 0. On identifie les e´le´ment α ∈ K avec le vecteur
(
σ1(α)
...
σn(α)
)
∈ Rn. On
fait agir multiplicativement les e´le´ments de K sur Rn de la manie`re suivante, si
−→x =
(
x1
...
xn
)
∈ Rn et α ∈ K
(23) α · −→x =
σ1(α) · x1...
σn(α) · xn

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On note aussi σi(α) = α(i). On fixe un nombre premier p et on notera p les
ide´aux de OK au dessus de p.
Soit M une extension abe´lienne de type CM de K de conducteur f˜ = f˜M/K,
au sens de la the´orie du corps de classe et soit f un conducteur de M/K. On
note G = GM/K = Gal(M/K) le groupe de Galois de l’extension M/K et M
+
son sous-corps re´el maximal. On note Ĝ = ĜM/K le groupe des caracte`res
multiplicatifs de G a` valeurs dans Q.
Si a et b appartiennent a` If on dit que b est e´quivalent a` a−1 si a−1 et b ont
la meˆme image dans Rf, c’est a` dire
b ∼
f
a−1 ⇐⇒ ab = (α)OK avec α ∈ Pf
On note E le groupe des unite´s de OK, E+ celui des unite´s totalement
positives de OK et E+(f) celui des unite´s totalement positives congrues a` 1
modulo f
E+ = {ε ∈ E | ε >> 0}
E+(f) = {ε ∈ E | ε ≡ 1 mod ∗f}
On de´finit pour s ∈ C, avec ℜ(s) > 1 la fonction zeta partielle de la classe
de rayons de a−1 modulo f
(24) ζ
K,f
(a−1, s) = ζ
f
(a−1, s) =
∑
g∼a−1
1
N(g)s
on a alors si χ est un caracte`re de Dirichlet ge´ne´ralise´ sur Rf
L(χ, s,M/K) = LK(χ, s) =
∑
a∈Rf
χ(a−1)ζ
K,f(a
−1, s) =
∑
g∈I
(0)
f
χ(g)
N(g)s
(25)
ζ
K
(s) = L(χ0, s,K/K) =
∑
g∈I(0)
1
N(g)s
=
∑
a∈ROK
ζ
K,OK
(a−1, s)(26)
ou` χ0 est le caracte`re trivial sur G.
On sait depuis les travaux de H. Hecke, [17], que ζ
f
(a−1, s) est prolongeable
en une fonction me´romorphe sur C. N. Klingen, [25], et C. Siegel, [41], ont
montre´ que les valeurs aux entiers ne´gatifs ζ
f
(a−1, 1 −m) (m ∈ Z≥1) sont des
nombres rationnels. T. Shintani, [37], en a donne´ une preuve plus e´le´mentaire.
Je donne a` l’annexe B pour la commodite´ de l’expose´ les principaux e´nonce´s
de la preuve de T. Shintani de la rationnalite´ des valeurs aux entiers ne´gatifs
des fonctions zeta partielles d’une classe de rayon modulo f, ζ
f
(a−1, 1−m) pour
m ∈ Z≥1.
Pour avoir un expose´ aussi autosuffisant que possible j’ai donne´ au chapitre
3 page 8 une variante des formules explicites p-adiques dues a` Pierrette Cassou-
Nogue`s, [6], pour les valeurs aux entiers ne´gatifs de la fonction
C −→ C
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s 7−→ ζ
K,f
(a−1, c, s) := N(c)1−sζ
K,f
(a−1c−1, s)− ζ
K,f
(a−1, s)
ou` a−1 est un repre´sentant dans I(0)f d’une classe de Rf et ou` c ∈ I(0)f ve´rifie les
conditions (H-2), page 75.
A.2 Rappels de the´orie d’Iwasawa.
Soit F un corps de nombres et F une cloˆture alge´brique de F, soit F∞ ⊂ F une
Zp-extension c’est a` dire une extension alge´brique galoisienne de F telle que
Gal(F∞,F) ≃ Zp. On notera Fn le sous-corps de F∞ fixe´ par pnZ.
On note Ln l’extension abe´lienne maximale non-ramifie´e en dehors de p de
Fn, cf. [44]. Si An est le p-sous-groupe de Sylow du groupe des classes de Fn,
la the´orie du corps de classes l’identifie avec Xn = Gal(Ln/Fn). On de´signe par
L∞ la re´union des Ln, L∞ = ∪n≥0Ln et par X = X∞ le groupe de Galois de
L∞ sur F∞. La the´orie du corps de classes fournit l’isomorphisme
(27) X∞ ≃ A∞ := lim←−
n
An
ou` les homomorphismes de transition ϕn+1,n entre An+1 et An pour la limite
projective sont donne´s par l’application de norme relative NFn+1/Fn , cf. [44].
pnZp
X
Kn
K
Ln
L
Xn
K∞
Q
On pose Λ = Zp[[T ]]. K. Iwasawa, [20], a montre´ que X∞ ou ce qui revient
au meˆme A∞ posse`de une structure naturelle de Λ-module de type fini. Le
the´ore`me de structure des Λ-modules de type fini montre qu’il existe des entiers
r, s, t, ni,mj avec 1 ≤ i ≤ s, 1 ≤ j ≤ t et des polynoˆmes distingue´s irre´ductibles
sur Qp,
fj(T ) = x
dj +
dj−1∑
k=0
akx
k ∈ Zp, ak ∈ pZp, 0 ≤ k ≤ dj − 1
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tels que que X∞ soit pseudo-isomorphe au module
X ′ = Λr ⊕
(
⊕si=1 Λ/(pni)
)
⊕
(
⊕tj=1 Λ/(fj(T ))mj
)
C’est a` dire qu’il existe un homorphisme de Λ-module X −→ X ′ a` noyau et
conoyau fini ce que l’on note
X ∼ Λr ⊕
(
⊕si=1 Λ/(pni)
)
⊕
(
⊕tj=1 Λ/(fj(T ))mj
)
Le polynoˆme
PX∞ =
s∏
i=1
pni
t∏
j=1
fj(T )
mj
est appele´ le polynoˆme caracte´ristique du Λ-module X∞, cf. [44].
K. Iwasawa a de´fini a` partir du the´ore`me de structure deux invariants at-
tache´s a` la Zp-extension F∞/F
λp(F∞/F) = λp = λ =
t∑
j=1
mj deg(fj)(28)
µp(F∞/F) = µp = µ =
s∑
i=1
ni(29)
Il a conjecture´ que l’invariant µ est nul dans certaines situations. En particulier
il a conjecture´ que µp(M∞/M) = 0 si M∞ est la Zp-extension cyclotomique de
M.
C’est a` dire que M∞ ⊂ M[Υp∞ ] ⊂ M et Gal(M∞/M) ≃ Zp, autrement dit si
Bn est l’unique sous corps de Q[Υpn ] cyclique et de degre´ p
n alors B∞ = ∪n≥0Bn
est la Zp-extension cyclotomique de Q et alors
M∞ = MB∞
h+n
hn
Q
K
Kn
Zp
K∞
K[Γp∞ ]
Zp
K[Γpn ]
K[Γp]
pnZp
pnZp
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Si M est un corps de nombres de type CM contenant les racines q-ie`mes
de l’unite´ et si M+ est son sous-corps re´el maximal, un re´sultat de B. Ferrero,
[10], permet de ramener la preuve de la nullite´ de µp(M∞/M) a` celle de µ
−
p =
µp(M∞/M)−µ+p (M∞/M) ou` bien suˆr µ+p (M∞/M) est l’invariant d’Iwasawa de
la Zp-extension cyclotomique M
+
∞/M
+.
On note hn le nombre de classes du corps Mn et h
+
n celui de son sous-corps
totalement re´els M+n . On sait alors que, sous les hypothe`ses (H-0), le nombre
de classes relatif de´fini par la relation
h−n =
hn
h+n
est un entier, [44].
Il de´coule alors de la the´orie d’Iwasawa que
en = vp(hn) = µp
n + λn+ ν pour n ≥ n0
e+n = vp(h
+
n ) = µ
+pn + λ+n+ ν+ pour n ≥ n0
e−n = vp(h
−
n ) = µ
−pn + λ+n+ ν− pour n ≥ n0
ou` les λ et µ sont les invariants de´finis ci-dessus.
R. Greenberg a conjecture´ que l’invariant λ est nul pour les Zp-extensions
cyclotomiques des corps de nombres totalement re´els
A.3 Rappels sur le cas abe´lien sur Q.
Nous rappelons ici le lien entre norme des se´ries d’Iwasawa associe´es a` une
extension abe´lienne sur Q de type CM et son invariant µp.
Notations A.1. Soit M un corps de nombres abe´lien sur Q de type CM. Soit
M∞ sa Zp-extension cyclotomique et soit Mn le sous corps de M∞ fixe´ par p
nZp.
On note M+ le sous corps re´el maximal de M, M+∞ celui de M∞, M
+
n celui de
Mn.
On note h le nombre de classe de M, hn celui de Mn, h
+ celui de M+ et h+n
celui de M+n .
On note G = Gal(M∞/Q), Gn = Gal(Mn/Q) et Ĝn (respectivement Ĝ) le
groupe des caracte`res de Gn (respectivement de G). La the´orie du corps de
classe permet de conside´rer ces caracte`res comme des caracte`res de
(
Z/fZ
)∗
pour un entier f convenable appele´ un conducteur de χ. On peut donc aussi
conside´rer ces caracte`re comme des caracte`res de Dirichlet de´finis sur Z.
Sous les hypothe`se ci-dessus on sait que h−n =
hn
h+n
est un entier. La formule
analytique du nombre de classe montre que
(30) h−n =
∏
χ∈Ĝn
χ impair
1
2
LQ(χ, 0)
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Si M est un corps de nombre abe´lien sur Q on sait que
LQ(χ, 0) = L(χ, 0) ∈ Q[χ]
et plus ge´ne´ralement
LQ(χ, 1−m) = L(χ, 1−m) ∈ Q[χ], m ∈ Z≥1
ou` Q[χ] = Q[χ(1), χ(2), . . . , χ(f − 1)] (f est un conducteur du caracte`re de
Dirichlet χ).
Si p est un nombre premier et si K∞ est la Zp extension cyclotomique
d’un corps abe´lien K sur Q, B. Ferrero et L. Washington, [12], ont montre´
que l’invariant µ = µp(K) = µp(K∞/K) est nul . W. Sinnott en a donne´ ensuite
une de´monstration tre`s simple, [38].
La preuve de B. Ferrero et L. Washinton comme celle de W. Sinnott est
analytique p-adique et utilise les proprie´te´s des fonctions L p-adiques de Kubota-
Leopoldt.
L’une et l’autre utilisent les re´ductions suivantes. Graˆce au the´ore`me de
Kronecker-Weber il suffit de montrer cette conjecture pour la Zp-extension cy-
clotomique des corps de nombres M abe´liens sur Q qui ve´rifient les conditions
(H-0) page 3.
Il suffit donc de conside´rer des corps de nombres M abe´liens sur Q, de type
CM (i.e. extension quadratique imaginaire d’un corps totalement re´el M+)
contenant les racines q-ie`mes de l’unite´.
La the´orie des fonctions L p-adiques de Kubota-Leopoldt associe a` chaque
caracte`re pair χ ∈ Ĝ une fonction L p-adique Lp(χ, s) de´finie sur B
(
1, p−
1
p−1
)−
.
Ces fonctions interpolent les valeurs aux entiers ne´gatifs des fonctions L com-
plexes, pre´cise´ment
Lp(χ, 1−m) = (1− χω−m(p)pm−1)L(χω−m, 1−m), ∀m ∈ Z≥1
Ces fonctions appartiennent a` l’alge`bre d’Iwasawa, [34]. On peut associer a`
tout ge´ne´rateur topologique u de 1 + pZp une se´rie d’Iwasawa Z
(u)
Q,f,p(χ, T ) ∈
Zp[χ][[T ]], [19], telle que
Lp(χ, s) = Z
(u)
Q,f,p(χ, u
s − 1), ∀ s ∈ B
(
1, p−
1
p−1
)−
On montre la formule explicite, [44],
(31) Z
(u)
Q,f,p(χ, T ) = limh→∞
1
fqph
fqph−1∑
a=0
a∧p=1
χ(a)(1 + T )Lu(〈a〉)
ou` log( ) est le logarithme p-adique d’Iwasawa, [44], et ou` Lu(〈a〉) = − log(〈a〉)
log(u)
.
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On en de´duit facilement en utilisant la proprie´te´ d’interpolation des fonctions
L p-adiques, cf. [19] ou [44], qu’il existe un entier n0 tel que:
|h−n | =
∏
χ∈Ĝn
χ impair
∣∣Lp(χω, 0)∣∣ = ∏
χ∈Ĝ
χ impair
∏
γ∈Γpn
∣∣Z(u)Q,f,p(χω, γ − 1)∣∣, ∀n ≥ n0
=
∏
χ∈Ĝn
χ pair
∣∣Lp(χ, 0)∣∣ = ∏
χ∈Ĝ
χ pair
∏
γ∈Γpn
∣∣Z(u)Q,f,p(χ, γ − 1)∣∣, ∀n ≥ n0
La preuve de Ferrero-Washington comme celle de Sinnott de la nullite´ de
l’invariant µ d’Iwasawa consiste en fait a` montrer graˆce aux formules explicites
(31) que
sup
|T |<1
∣∣∣1
2
Z
(u)
Q,f,p(χ, T )
∣∣∣ = p−µan(χ) = 1, ∀χ ∈ Ĝ, χ pair
Leur preuve se rame`ne donc a` un calcul de norme de fonction analytique borne´e
sur la boule unite´ de Cp et donc a` montrer la nullite´ du µ invariant analytique
attache´e aux fonctions L p-adique de Kubota-Leopoldt.
B Prolongement analytique des fonctions zeta partielles
complexes.
Nous exposons brie`vement la the´orie de Shintani de de´compozsition en coˆne
polye´draux convexes Q-rationnels de (R∗+)
n modulo l’action du groupe des
unite´s totalement positive d’un corps de nombres totalement re´els, K, de degre´
n, [37], son application au prolongement analytique des fonctions zeta partielles
de K et le calcul de leurs valeurs aux entiers ne´gatifs.
Soit K un corps de nombre totalement re´el et M une extension abe´lienne
de type CM de K de conducteur f˜ =
∏
pi∈Spec(K)
pi | f˜
pαii et de groupe de Galois
G = GM/K, on dira que le caracte`re χ ∈ Ĝ = ĜM/k est pair si χ(c) = 1 pour
toute conjugaison complexe c de G. On notera Ĝ+ le sous-groupe des caracte`res
pairs de G. On notera f =
∏
pi∈Spec(K)
pi | f˜
pβii avec βi ≥ αi un conducteur de M/K.
On a vu au paragraphe A.1 de l’annexe A page 61 qu’un caracte`re χ de Ĝ
donne naissance a` un caracte`re multiplicatif encore note´ χ sur If (et meˆme sur
I(0)f ) trivial sur Pf, Le plus petit (au sens de la division des ide´aux entiers de
OK) ide´al f ∈ I(0)f tel que χ soit trivial sur Pf est appele´ le conducteur de χ et
sera note´ f˜χ.
On fixe un plongement ι de Q dans C et des plongements ιp de Q dans Cp.
Pour s ∈ C avec ℜ(s) > 1, Si f est un ide´al entier de de K et a un ide´al entier
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de K premier a` f et χ ∈ ĜM/K on a de´fini en (24), (25) et (26) les fonctions
ζ
K,f
(a−1, s) = ζ
f
(a−1, s) =
∑
g∼fa−1
1
N(g)s
L(χ, s,M/K) = LK(χ, s) =
∑
g∈I
(0)
f
χ(g)
N(g)s
ζ
K
(s) = ζ
f
(a−1, s) =
∑
g∈I
(0)
f
1
N(g)s
Par de´finition de la relation d’e´quivalence, ∼
f
, sur le groupe des ide´aux de K
on a pour s ∈ C avec ℜ(s) > 1
ζ
K,f
(a−1, s) = N(a)s
∑
g∈I
(0)
f
g∼
f
a−1
1
N(ag)s
Par de´finition, ag ∈ Pf ∩ a, donc si (α) = αOK
ζ
K,f
(a−1, s) = N(a)s
∑
α∈Pf∩a
1
N((α))s
Or un ge´ne´rateur totalement positif, α ∈ Pf∩a, d’un ide´al principal est de´fini
de manie`re unique modulo l’action de E+(f) le groupe des unite´s totalement
positives de OK congrues a` 1 modulo f. Donc
(32) ζ
K,f
(a−1, s) = N(a)s
∑
α∈(Pf/E+(f))∩a
1
N(α)s
Lemme B.1. Si f˜ est un ide´al de OK divisible par f on a
ζ
K,f
(a−1, s) =
∑
β∈Pf/Pf˜
N(βa)s
∑
α∈(Pf˜∩βa)/E+(f)
1
N((α))s
De manie`re e´quivalente: Si f˜ est un ide´al de OK divisible par f Il existe un
syste`me complet de repre´sentants de Pf/Pf˜ note´ I(a, f, f˜) tel que
ζ
K,f
(a−1, s) =
∑
b∈I(a,f,˜f)
N(b)s
∑
α∈(Pf˜∩b)/E+(f)
1
N((α))s
De´monstration: Soit f˜ un ide´al de OK divisible par f alors Pf˜ est un sous-
groupe d’indice fini de Pf et on a Pf/E+(f) ≃ Pf/Pf˜ × Pf˜/E+(f). Donc si on
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confond Pf/Pf˜ avec un syste`me complet de repre´sentants on a
ζ
K,f
(a−1, s) =
∑
β∈Pf/Pf˜
N(βa)s
∑
g∈I
(0)
f
g∼
f˜
aβ
1
N(aβg)s
Par de´finition de la relation d’e´quivalence ∼˜
f
on a
ζ
K,f
(a−1, s) =
∑
β∈Pf/Pf˜
N(βa)s
∑
α∈Pf˜∩βa
1
N((α))s
ou` (α) = αOK. Comme on cherche des ge´ne´rateurs de l’ide´al principal (βα
modulo E+(f) et que le syste`me complet de repre´sentants de Pf/Pf˜ est fixe´, les
ge´ne´rateurs de l’ide´al (α) sont de´finis modulo E+(f). On a donc
ζ
K,f
(a−1, s) =
∑
β∈Pf/Pf˜
N(βa)s
∑
α∈(Pf˜∩βa)/E+(f)
1
N((α))s
La deuxie`me formulation est e´vidente car si les β parcourent un syste`me
complet de repre´sentants de Pf/Pf˜ il en est de meˆme des N(βa).
Il est classique, [28], [37], que ζ
K,f
(a−1, s) est prolongeable analytiquement
sur C en une fonction me´romorphe ayant un poˆle simple en s = 1 et que
ζ
K,f
(a−1, 1−m) ∈ Q, si m ∈ Z≥1
Nous donnons pour la commodite´ de l’expose´ la preuve de T. Shintani au para-
graphe A.2.
B.1 Rappels sur la de´composition de Shintani.
T. Shintani, [37], a donne´ une repre´sentation explicite de (R∗+)
n/E+(f) qui s’est
re´ve´le´e extre`mement commode pour l’e´tude des fonctions L de Dedekind com-
plexes et p-adiques associe´es a` une extension abe´lienne re´elle d’un corps de
nombres totalement re´el K.
Cette repre´sentation a e´te´ ame´liore´e par P. Colmez, [7]. Avant de rappeler
sans de´monstration les re´sultats de Shintani et Colmez, nous allons introduire
quelques notations.
Si v1, . . . , vd sont d vecteurs line´airement inde´pendants de R
n
+ et si I ⊂
{1, . . . , d}on note
◦
C(v1, . . . , vd) =
{
t1v1 + · · ·+ tdvd; t1, . . . , td ∈ R∗+
}
C(v1, . . . , vd) =
{
t1v1 + · · ·+ tdvd; t1, . . . , td ∈ R+
}
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C(I)(v1, . . . , vd) =
{
t1v1 + · · ·+ tdvd
∣∣ ti ∈ R+, (i ∈ I); ti ∈ R∗+, (i /∈ I)}
Un tel ensemble est appele´ un coˆne simplicial ouvert, respectivement un coˆne
simplicial ferme´, respectivement un coˆne simplicial semi-ouvert. Les vecteurs
(v1, . . . , vd) sont appele´ une base de C.
Un coˆne simplicial est Q-rationnel s’il posse`de une base (v1, . . . , vd) forme´e
d’e´le´ments de K identifie´s avec leur image dans Rn.
Si x ∈ K et si C(v1, . . . , vd) est un coˆne simplicial (ouvert, ferme´, semi-
ouvert), on pose
xC(v1, . . . , vd) = C(xv1, . . . , xvd)
Si aucune confusion n’est a` craindre on utilisera la notation C(v1, . . . , vd)
indiffe´remment pour les trois types de coˆnes.
On a alors les the´ore`mes suivants
The´ore`me B.2 (T. Shintani). Il existe un ensemble fini de coˆnes simpliciaux
ouverts Q-rationnels, Cj = C(vj,1, . . . , vj,r(j)), j ∈ Jf ou` les vj,i sont des entiers
de K totalement positifs, tels que
(R∗+)
n =
∐
j∈Jf
∐
u∈E+(f)
uCj
ou`
∐
de´signe une re´union disjointe.
Une de´composition
∐
j∈J Cj sera appele´e une de´composition (en coˆnes) de
Shintani d’un domaine fondamental de (R∗+)
n/E+(f).
εf1
1
ε−1f
vj,1
vj,2
x
Cj
σ2(K) ⊂ R
Rf(j, a)
σ1(K) ⊂ R
Dans la figure ci-dessus nous donnons la de´composition de Shintani de (R∗+)
2
modulo l’action des unite´s totalement positive d’un corps quadratique re´el K =
Q(
√
2
Le the´ore`me de Shintani a e´te´ raffine´ par P. Colmez, [7] & [8]
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The´ore`me B.3 (P. Colmez). Soient ε1,..., εn−1 des unite´s de K qui engen-
drent E+(f) telles que:
• Pour toute permutation σ du groupe syme´trique Sn−1 on pose
vσ,k =
∏
j<k
εσ(j), pour 2 ≤ k ≤ n
• Si I est une partie non vide de {1, . . . , n}, on de´finit le coˆne simplicial
ouvert Q-rationel
Cσ,I =
∑
k∈I
R∗+vσ,k
• On de´finit une relation d’e´quivalence ∼ sur les couples (σ, I) par
(σ, I) ∼ (σ′, I ′)⇐⇒ ∃ ε ∈ E+(f) telle que Cσ,I = εCσ′,I′
Alors
(R∗+)
n/E+(f) =
∐
(σ,I)/∼
Cσ,I
Remarque B.1. Dans ce the´ore`me comme dans celui de Shintani les coˆnes
simpliciaux ouverts Q-rationels ne sont pas tous de dimension n.
On peut avoir un pavage de (R∗+)
n par des coˆnes semi-ouverts tous de di-
mension n, cette remarque due a` P. Colmez est parfois utile. En fait P. Colmez
donne meˆme une recette pour construire une telle de´composition a` partir d’une
de´composition en coˆne simpliciaux ouverts Q-rationels.
The´ore`me B.4 (P. Colmez). Conside´rons dans la de´composition pre´ce´dente
tous les coˆnes ouverts de dimension n,
Cσ,{1,...,n} =
n∑
k=1
R∗+vσ,k, σ ∈ Sn−1
Posons R(+1) = R+ et R(−1) = R∗+. Notons e1, . . . , en la base canonique de
Rn. Posons pour σ ∈ Sn−1
κk,σ =
+1
si vσ,k et en sont du meˆme coˆte´ de l’hyperplan engendre´
par vσ,1,..., vσ,k−1, vσ,k+1,..., vσ,n
−1 sinon
et posons
Cσ =
n∑
k=1
R(κk)vσ,k
Alors
(R∗+)
n/E+(f) =
∐
σ∈Sn−1
Cσ
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Une de´composition
∐
σ∈Sn−1
Cσ ou` tous les coˆnes sont de dimension maxi-
male sera appele´e une de´composition (en coˆnes) de Shintani-Colmez d’un do-
maine fondamental de (R∗+)
n/E+(f).
Remarque B.2. Bien entendu la de´composition de Shintani ou de Colmez est
loin d’eˆtre unique. On peut bien suˆr remplacer un coˆne Cj ou Cσ par le coˆne
εCj ou εCσ pour ε ∈ E+(f).
On peut aussi remplacer dans la de´composition de Shintani ou de Colmez
les vecteurs de base vj,k du coˆne Cj , respectivement les vecteurs de base vσ,k du
coˆne Cσ par des vecteurs λj,kvj,k, respectivement λσ,kvσ,k, ou` λj,k et λσ,k ap-
partiennent a` Q∗+. Ceci permet d’imposer par exemple aux vj,k, respectivement
aux vσ,k, d’appartenir a` un ide´al b de K.
T. Shintani a aussi montre´ le re´sultat suivant:
Lemme B.5 (T. Shintani). Soient f et a des ide´aux entiers de OK et soit
Cj =
∑r(j)
k=1 R
∗
+vj,k un coˆne simplicial ouvert Q-rationnel de R
n
+. On suppose
que les vecteurs de base vj,k du coˆne Cj appartiennent a` l’ide´al af. L’ensemble
Rf(j, a) = R(j, a) ={
x =
r(j)∑
k=1
xkvj,k | xk ∈ Q+, 0 < xk ≤ 1, x ∈ a, x ≡ 1 mod ∗f
}
est fini.
On a une version analogue pour la de´composition de Colmez en coˆne sim-
pliciaux semi-ouvert Q-rationnels de dimension n d’un domaine fondamental de
Rn+/E+(f)
Lemme B.6 (P. Colmez). Soient f et a des ide´aux entiers de OK et soit
Cj =
∑n
k=1 R(κk)vj,k, j ∈ J un coˆne simplicial semi-ouvert Q-rationnels de
dimension n de Rn+. On suppose que les vecteurs de base vj,k du coˆne Cj ap-
partiennent a` l’ide´al af. L’ensemble
Rf(j, a) = R(j, a) ={
x =
n∑
k=1
xkvj,k
∣∣∣∣ xk ∈ Q+,
{
0 < xk ≤ 1 si κk = +1
0 ≤ xk ≤ 1 si κk = −1
et x ∈ a, x ≡ 1 mod ∗f
}
est fini.
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d’une classe de rayon.
T. Shintani, [37], a utilise´ le the´ore`me B.2 pour donner une preuve de l’existence
d’un prolongement analytique me´romorphe sur C des fonctions zeta partielles
d’une classe de rayon modulo f, ζ
K,f
(a−1, s), et en de´duire que les valeurs aux
entiers ne´gatifs de ces fonctions sont des nombres rationnels.
Pierrette Cassou-Nogue`s a aussi utilise´ le the´ore`me B.2 pour e´tudier les
valeurs aux entiers ne´gatifs de fonctions zeta partielles tordues d’une classe de
rayon modulo f
ζ
K,f
(a−1, c, s) = ζ
f
(a−1, c, s) = N(c)1−sζ
K,f
(a−1c−1, s)− ζ
K,f
(a−1, s)
et pour en faire l’interpolation p-adique sur une progression arithme´tique de
raison (p − 1), [6], [4], [9]. L’e´tude de ces fonctions avait e´te´ sugge´re´e par
P. Deligne pour la construction des fonctions zeta et L p-adique d’un corps
de nombres totalement re´el.Nous de´crivons ci-dessous la me´thode de Pierrette
Cassou-Nogue`s pour l’e´valuation des valeurs aux entiers ne´gatifs des fonctions
zeta partielles tordues d’une classe de rayon modulo f d’un corps de nombres
totalement re´el K.
Nous gardons les notations ante´rieures, et nous notons D(K/Q) = D la
diffe´rente de K sur Q.
Lemme B.7 (P. Cassou-Nogue`s). Soit c un ide´al entier de K et soit c le
ge´ne´rateur positif de l’ide´al de Z, c ∩ Z. Alors il existe ν ∈ D−1c−1 tel que
TrK/Q(ν) =
b
c
avec b ∧ c = 1
De´monstration: La forme biline´aire (x, y) 7−→ TrK/Q(xy) est non de´ge´ne´re´e
sur un corps de nombre K, [11]. Elle de´finit une dualite´ sur les ide´aux de K.
Dans cette dualite´ D−1 est le dual de OK. Par de´finition donc de D−1 on a
a ∈ D−1 ⇐⇒ TrK/Q(aOK) ⊂ Z ⇐⇒ ∀x ∈ OK, TrK/Q(ax) ∈ Z
De meˆme c−1D−1 est le dual de l’ide´al c par rapport a` la forme biline´aire non-
de´ge´ne´re´e TrK/Q, [11], c’est a` dire
a ∈ c−1D−1 ⇐⇒ ∀x ∈ c TrK/Q(ax) ∈ Z
Soit alors ν ∈ c−1D−1 tel que TrK/Q(ν) soit le ge´ne´rateur positif de l’ide´al
fractionnaire de Q, TrK/Q
(
c−1D−1).
En effet comme c ∩ Z = cZ on a ne´cessairement TrK/Q
(
(c−1D−1)kc) ⊂ Z
pour tout k ∈ Z et donc
TrK/Q(νc) ∈ Z ⇐⇒ TrK/Q(ν) = b
c
⇐⇒ TrK/Q(c−1D−1c) ⊂ bZ
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Reste a` montrer que b ∧ c = 1. Si b ∧ c = a 6= 1 on aurait c = ac′ avec c′ < c et
alors TrK/Q
(
c−1D−1c′) = b′Z ⊂ Z. Or c′ /∈ c car c est le ge´ne´rateur positif de
c ∩ Z et sinon c et c−1D−1 ne seraient pas des re´seaux duaux pour la trace qui
est une forme biline´aire non de´ge´ne´re´e.
Lemme B.8 (P. Cassou-Nogue`s). Soit c un ide´al entier de K tel que
OK/c ≃ Z/cZ
ou` c est le ge´ne´rateur positif de c ∩ Z.
Soit ν comme au lemme A-B.7 et α un e´le´ment de OK, alors
TrK/Q(αν) ∈ Z ⇐⇒ α ∈ c
De´monstration: Les hypothe`ses sur c entraˆınentent que l’on peut e´crire α =
a+ α′ ou` a ∈ Z et α′ ∈ c. Si TrK/Q(αν) ∈ Z alors
TrK/Q(αν) = TrK/Q(aν) + TrK/Q(α
′ν) ∈ Z
Par de´finition de ν, TrK/Q(α
′ν) ∈ Z et TrK/Q(aν) = aTrK/Q(ν), donc
a
b
c
∈ Z ⇐⇒ a ∈ cZ
ce qui implique α ∈ c.
Notations B.1. On fixe une de´composition de (R+)
n/E+(f) en coˆnes simpli-
ciaux semi-ouverts de dimension n,
Cj = Cj(vj,1, . . . , vj,k, . . . , vj,n), j ∈ Jf, fini, vj,k ∈ OK
On pourra supposer que les vj,k appartiennent a` un ide´al entier b de OK fixe´ a`
l’avance. Il suffit pour cela de multiplier les vj,k par un entier positif b ∈ b.
On notera comme au lemme B.6
(33) Rf(j, a) = R(j, a) =
{
x =
n∑
k=1
xkvj,k
∣∣∣ xk ∈ Q+,{
0 < xk ≤ 1 si κk = +1
0 ≤ xk ≤ 1 si κk = −1
et x ∈ a, x ≡ 1 mod ∗f
}
On choisit un ide´al entier c de OK ve´rifiant l’hypothe`se H-2
(H-2)

(i) c ∧ f = 1, c ∧ D = 1
(ii) c ∧ (vj,k) = 1, ∀ j ∈ J et ∀ k ∈ {1, . . . , n}
(iii) OK/c ≃ Z/cZ, ou` cZ = c ∩ Z, c > 0
(iiii) c premier avec les de´nominateurs des xk de´finis en (33)
L’existence de tels c est garantie par le the´ore`me de densite´ de Cˇebotarev, il
suffit en effet de prendre c =
∏r
i=1 pi ou` les pi sont des ide´aux entiers de OK
non ramifie´s sur Q, de degre´ re´siduel 1, ve´rifiant les conditions (i), (ii) et (iiii).
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Notation B.2. On posera dans toute la suite e(x) = exp(2iπx).
On alors le
Corollaire B.9 (P. Cassou-Nogue`s). Soit c un ide´al entier de OK ve´rifiant
les conditions (H-2), alors, pour tout j ∈ Jf et tout 1 ≤ k ≤ n, e
(
TrK/Q(vj,kν)
)
est une racine primitive c-ie`me de l’unite´.
Corollaire B.10 (P. Cassou-Nogue`s). Soit ξ ∈ OK et ν comme au lemme
B.7 alors
c−1∑
δ=0
e
(
TrK/Q(ξδν)
)
=
{
0 si ξ /∈ c
NK/Q(c) = c si ξ ∈ c
Lemme B.11 (P. Cassou-Nogue`s). Soit ν comme au lemme B.7, alors:
ζ
f
(a−1, c, s) = NK/Q(c)
1−sζ
f
(a−1c−1, s)− ζ
f
(a−1, s)
= NK/Q(a)
s
c−1∑
δ=1
∑
α∈A
e
(
TrK/Q(δνα)
)
NK/Q(α)s
ou` A est un syste`me complet de repre´sentants de
(
Pf ∩ a
)
/E+(f), c’est a` dire
A =
{
α ∈ a | α ≡ 1 mod ∗f}/E+(f)
De´monstration: D’apre`s le corollaire B.10 on a, pour ℜ(s) > 1
c−1∑
δ=1
∑
α∈A
e
(
TrK/Q(δνα)
)
NK/Q(α)s
= −
∑
α∈A
α/∈c
1
NK/Q(α)s
+
(
N(c)− 1)∑
α∈A
α∈c
1
NK/Q(α)s
= −
∑
α∈A
1
NK/Q(α)s
+N(c)
∑
α∈A
α∈c
1
NK/Q(α)s
Or par de´finition de ζf(a
−1, s) on a
ζf(a
−1, s) =
∑
g∈I
(0)
f
1
N(g)s
= N(a)s
∑
g∈I
(0)
f
1
N(ag)s
= N(a)s
∑
α∈Pf/E+(f)
α∈a
1
N(α)s
= N(a)s
∑
α∈A
1
N(α)s
De la meˆme manie`re on a
ζf(a
−1c−1, s) = N(ac)s
∑
α∈A∩c
1
N(α)s
Donc
ζf(a
−1, c, s) := N(c)1−sζf(a
−1c−1, s)− ζf(a−1, s)
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= N(a)sN(c)
∑
α∈A∩c
1
N(α)s
−N(a)s
∑
α∈A
1
N(α)s
= N(a)s
c−1∑
δ=1
∑
α∈A
TrK/Q(δαν)
N(α)s
Rappelons maintenant le re´sultat suivant
The´ore`me B.12 (T. Shintani). Soit f et a des ide´aux entiers du corps totale-
ment re´el K de degre´ n sur Q, avec a ∧ f = 1. Soit (Cj)j∈Jf une de´composition
en coˆnes simpliciaux semi-ouverts Q-rationnels de dimension n d’un domaine
fondamental de Rn+/E+(f) dont les vecteurs de bases vj,k appartiennent a` af
pour tout j ∈ J(a) et tout 1 ≤ k ≤ n.
On pose Rf(j, a) comme au lemme B.5, alors pour ℜ(s) > 1 on a:
ζ
f
(a−1, s) = N(a)s
∑
j∈J(a)
∑
x∈Rf(j,a)
∞∑
m1=0
· · ·
∞∑
mn=0
1
N(x+m1vj,1 + · · ·+mnvj,n)s
avec ℜ(s) > 1.
Si c est un ide´al entier de OK ve´rifiant les conditions (H-2) on a aussi:
ζ
f
(a−1, c, s) = N(a)s
c−1∑
δ=1
∑
j∈Jf
∑
x∈Rf(j,a)
∞∑
m1=0
· · ·
∞∑
mn=0
e
[
TrK/Q
(
δν
(∑n
k=1(xk +mk)vj,k)
)]
NK/Q
(
(x1 +m1)vj,1 + · · ·+ (xn +mn)vj,n
)s
la se´rie converge pour ℜ(s) > 0.
De´monstration: Pour la de´monstration cf. [37] ou [28].
On tire du the´ore`me pre´ce´dent une repre´sentation inte´grale de ζ
f
(a−1, s) et
de ζ
f
(a−1, c, s).
Remarque B.3. On peut pour chaque a ∈ Rf, chaque j ∈ Jf et chaque
x ∈ R(j, a) choisir une unite´ εa,j,x ∈ E+(f) et remplacer dans la formule
pre´ce´dente vj,k par εa,j,xvj,k sans changer la fonction ζf(a
−1, c, s). Dans cette
transformation l’ensemble Rf(j, a) change de manie`re e´vidente, il devient
Rf(εa,j,x, j, a) =
{
xεa,j,x =
n∑
k=1
xkεa,j,xvj,k
∣∣ n∑
k=1
xkvj,k ∈ Rf(j, a)
}
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Notation B.3. On pose dy := dy1 . . . dyn et (y)
s−1 := (y1 . . . yn)
s−1
The´ore`me B.13 (T. Shintani). Soit f et a des ide´aux entiers du corps totale-
ment re´el K de degre´ n sur Q, avec a ∧ f = 1. Soit (Cj)j∈Jf une de´composition
en coˆnes simpliciaux semi-ouverts Q-rationnels de dimension n d’un domaine
fondamental de Rn+/E+(f) dont les vecteurs de bases vj,k appartiennent a` af
pour tout j ∈ Jf et tout 1 ≤ k ≤ n.
Soit Rf(j, a) = R(j, a) comme au lemme A-B.5, alors:
ζf(a
−1, s) = N(a)s
∑
j∈J(a)
∑
x∈Rf(j,a)∫ ∞
y1=0
. . .
∫ ∞
yn=0
n∏
k=1
exp
(
− xk
∑n
i=1 v
(i)
j,kyi
)
1− exp
(
−∑ni=1 v(i)j,kyi) (y)s−1dy
les inte´grales convergent pour ℜ(s) > 1.
Si c est un ide´al entier de OK ve´rifiant les conditions (H-2) on a aussi:
(34) ζf(a
−1, c, s) = N(a)s
c−1∑
δ=1
∑
j∈J(a)
∑
x∈Rf(j,a)∫ ∞
y1=0
. . .
∫ ∞
yn=0
n∏
k=1
e
(
TrK/Q(δνxkvj,k)
)
exp
(
− xk
∑n
i=1 v
(i)
j,kyi
)
1− e(TrK/Q(δνvj,k)) exp(−∑ni=1 v(i)j,kyi) (y)s−1dy
les inte´grales convergent pour ℜ(s) > 0,
De´monstration: On a classiquement pour ℜ(s) > 1
Γ(s)n
N(x+m1vj,1 + · · ·+mkvj,k)s =∫ ∞
y1=0
. . .
∫ ∞
yn=0
n∏
i=1
exp
(
− yi
n∑
k=1
(xk +mk)v
(i)
j,k
)
(y1 . . . yn)
s−1dy1 . . . dyn
Donc pour ℜ(s) > 1
Γ(s)nζf(a
−1, s) = N(a)s
∑
j∈Jf
∑
x∈Rf(j,a)
∞∑
m1=0
· · ·
∞∑
mn=0∫ ∞
y1=0
. . .
∫ ∞
yn=0
n∏
k=1
exp
(
− (xk +mk)
n∑
i=1
v
(i)
j,kyi
)
(y)s−1dy
il vient imme´diatement
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Γ(s)nζf(a
−1, s) = N(a)s
∑
j∈Jf
∑
x∈Rf(j,a)∫ ∞
y1=0
. . .
∫ ∞
yn=0
n∏
k=1
exp
(
− xk
∑n
i=1 v
(i)
j,kyi
)
1− exp
(
−∑ni=1 v(i)j,kyi)(y)s−1dy
De meˆme on a pour ℜ(s) > 1
Γ(s)nζf(a
−1, c, s) = N(a)s
c−1∑
δ=1
∑
j∈Jf
∑
x∈Rf(j,a)
∞∑
m1=0
· · ·
∞∑
mn=0
∫ ∞
y1=0
. . .
. . .
∫ ∞
yn=0
n∏
k=1
(
e
[
TrK/Q(δν(xk +mk)vj,k)
]
exp
[
− (xk +mk)
n∑
i=1
v
(i)
j,kyi
])
×
× (y)s−1dy
ce qui donne
(35) Γ(s)nζf(a
−1, c, s) = N(a)s
c−1∑
δ=1
∑
j∈Jf
∑
x∈Rf(j,a)
e
(
TrK/Q(δνx)
)
∫ ∞
y1=0
. . .
∫ ∞
yn=0
n∏
k=1
exp
(
− xk
∑n
i=1 v
(i)
j,kyi
)
1− e(TrK/Q(δνvj,k)) exp(−∑ni=1 v(i)j,kyi) (y)s−1dy
Il est clair que cette dernie`re inte´grale converge pour ℜ(s) > 0. En effet le
corollaire B.9 assure que e
(
TrK/Q(δνx)
) 6= 1 pour 1 ≤ δ ≤ c− 1. La fonction
n∏
k=1
exp
(
− xk
∑n
i=1 v
(i)
j,kyi
)
1− e(TrK/Q(δνvj,k)) exp(−∑ni=1 v(i)j,kyi)
est re´gulie`re au voisinage de (0, . . . , 0) et meˆme de´veloppable en se´rie de Taylor
en les variables y1, . . . , yn au voisinage de 0 = (0, . . . , 0).
Cette expression inte´grale de Γ(s)nζf(a
−1, c, s) permet de montrer le the´o-
re`me suivant
The´ore`me B.14 (T. Shintani). La fonction ζf(a
−1, c, s) posse`de un prolonge-
ment analytique sur C en une fonction holomorphe note´e encore ζf(a
−1, c, s).
De´monstration: Conside´rons le plan complexe coupe´ le long de l’axe re´el
positif, C − R+. Dans C − R+, conside´rons pour ε ∈ R+∗,
−−−−−→
[+∞, ε] la demi-
droite re´elle oriente´e {x ∈ R | x ≥ ε} parcourue de +∞ vers ε. Conside´rons les
demi-droites re´elles oriente´es de C− R+
−−−−−→
[+∞, ε](+) = lim
t∈R+
t→0
(
i t+
−−−−−→
[+∞, ε] )
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−−−−−→
[ε,+∞](−) = lim
t∈R+
t→0
(− i t+−−−−−→[ε,+∞] )
Notons
−−−−→
C(0, ε) le cercle oriente´ de C− R+ centre 0 et de rayon ε,
−−−−→
C(0, ε) =
{
x ∈ C− R+
∣∣∣ x = eiεt, t ∈ −−−−−→[0,+∞]}
et
−−−−→
C(0, ε)(+) le cercle oriente´
−−−−→
C(0, ε) auquel on ajoute les deux points
ε(+) = lim
t∈R+
t→0
eiεt, ε(−) = lim
t∈R+
t→0
e−iεt
On conside`re alors le contour a` la Hankel, [46], Iε(+∞) de´fini par
Iε(+∞) =
−−−−−→
[+∞, ε](+) ∪−−−−→C(0, ε)(+) ∪ −−−−−→[ε,+∞](−)
−−−−→
C(0, ε)
−−−−→
[+∞, ε](+)
−−−−→
[ε,+∞](−)
Iε(+∞)
Notons
Lj,k(y) = Lj,k(y1, . . . , yn) =
n∑
i=1
yiv
(i)
j,k
Avec cette notation la relation (35) devient
(36) Γ(s)nζf(a
−1, c, s) = N(a)s
c−1∑
δ=1
∑
j∈Jf
∑
x∈Rf(j,a)
e
(
TrK/Q(δνx)
)
∫ ∞
y1=0
. . .
∫ ∞
yn=0
n∏
k=1
exp
(− xkLj,k(y))
1− e(TrK/Q(δνvj,k)) exp (− Lj,k(y)) (y)s−1dy
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On choisit ε assez petit pour que
(−−−−→
C(0, ε)
)n ⊂ Cn ne contienne ni sur son
bord ni dans son inte´rieur aucune singularite´ de la fonction
n∏
k=1
exp
(− xkLj,k(y))
1− e(TrK/Q(δνvj,k)) exp (− Lj,k(y))
Comme les coefficients des formes line´aires Lj,k(y) sont tous des re´els positifs,
il est clair qu’il existe un voisinage de 0 = (0, . . . , 0) dans Cn dans lequel cette
fonction n’a aucune singularite´.
Il est alors classique que l’inte´grale (36) devient en utilisant les contours de
Hankel, [46], [28],
(37) Γ(s)nζf(a
−1, c, s) = N(a)s
c−1∑
δ=1
∑
j∈J
∑
x∈R(j,a)
e
(
TrK/Q(δνx)
)(
exp(2iπs)− 1)n×
×
∫
Iε(+∞)
. . .
∫
Iε(+∞)︸ ︷︷ ︸
n fois
n∏
k=1
exp
(− xkLj,k(y))
1− e(TrK/Q(δνvj,k)) exp (− Lj,k(y)) (y)s−1dy
Il est facile de voir sur la formule (37) que, pour ε assez petit, l’inte´grale
∫
Iε(+∞)
. . .
∫
Iε(+∞)︸ ︷︷ ︸
n fois
n∏
k=1
exp
(− xkLj,k(y))
1− e(TrK/Q(δνvj,k)) exp (− Lj,k(y)) (y)s−1dy
est de´finie pour toutes valeurs de s ∈ C et de´finit une fonction holomorphe de s
sur C.
On en de´duit alors aise´ment que ζf(a
−1, c, s) est une fonction holomorphe de
s sur C. En effet
1(
Γ(s)
(
exp(2iπs)− 1))n
est une fonction holomorphe sur le demi plan complexe ℜ(s) < 1 ce qui montre
que ζf(a
−1, c, s) est une fonction holomorphe de s sur ce demi plan.
La de´finition de ζ
f
(a−1, c, s) ou bien l’inte´grale (34) du the´ore`me B.13 mon-
trent que c’est une fonction holomorphe de s pour ℜ(s) > 0. Le principe du
prolongement analytique permet de conclure que ζ
f
(a−1, c, s) est une fonction
holomorphe de s sur C
Remarque B.4. Si on impose aux vecteurs de base (vj,k)1≤k≤n des coˆnes
(Cj))j∈Jf d’appartenir a` f
∏
a∈Rf
a on peut garder les meˆmes vecteurs de base
pour les expressions inte´grales de chacune des fonctions ζf(a
−1, c, s).
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Corollaire B.15. La fonction zeta de Dedekind du corps totalement re´el K,
ζ
K
(s) et la fonction L de Dedekind pour un caracte`re de Dirichlet ge´ne´ralise´ χ,
LK(χ, s), posse`dent un prolongement me´romorphe a` C avec au plus un poˆle en
s = 1.
De´monstration: On a
ζ
K
(s) =
∑
a∈ROK
ζ
f
(a−1, c, s), LK(χ, s) =
∑
a∈Rf
χ(a−1)ζ
f
(a−1, c, s)
ou` f est un conducteur de χ.
On peut montrer que les fonction ζ
K
(s) et LK(χ, s) ve´rifient une e´quation
fonctionnelle que le poˆle en s = 1 est simple et que le re´sidu est nul si et
seulement si le caracte`re χ est trivial, [28].
Notation B.4. Introduisons la notation suivante: si
F (y1, . . . , yn) =
∑
r1≥0
· · ·
∑
rn≥0
ar1,...,rny
r1
1 . . . y
rn
n
on pose pour r = (r1, . . . , rn)
Coef [yr] = Coef [yr11 . . . y
rn
n ]
(
F (y1, . . . , yn)
)
= ar1,...,rn
si r = (r, . . . , r) on posera Coef [yr] au lieu de Coef [yr].
Corollaire B.16 (T. Shintani). Soit (Cj)j∈Jf une de´composition en coˆnes
simpliciaux semi-ouverts Q-rationnels de dimension n d’un domaine fondamen-
tal de Rn+/E+(f).
On note
(
vj,k
)
1≤k≤n
une base du coˆne Cj , on suppose que vj,k ∈ af pour
tout j ∈ J et tout 1 ≤ k ≤ n.
On pose Rf(j, a) comme au lemme B.5.
Les fonctions
n∏
k=1
exp
(− xkLj,k(y1, . . . , yn))
1− e(TrK/Q(δνvj,k)) exp (− Lj,k(y1, . . . , yn))
sont de´veloppables en se´rie entie`re convergente en (y1, . . . , yn) dans un voisinage
de (0, . . . , 0), pour j ∈ J , x ∈ R(j, a) et 1 ≤ δ ≤ c− 1.
Les valeurs de ζ
f
(a−1, c, s) aux entiers ne´gatifs sont donne´s par
ζ
f
(a−1, c, 1 −m) = N(a)1−m
∑
j∈Jf
∑
x∈Rf(j,a)
c−1∑
δ=1
e
(
TrK/Q(δνx)
)×
×
Coef
[
ym−1
](
(m− 1)!)n
( n∏
k=1
exp
(− xkLj,k(y1, . . . , yn))
1− e(TrK/Q(δνvj,k)) exp (− Lj,k(y1, . . . , yn))
)
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De´monstration: D’apre`s le corollaire B.9, e
(
TrK/Q(δνvj,k)
) 6= 1 pour j ∈ J ,
x ∈ R(j, a) et 1 ≤ δ ≤ c− 1, donc les fonctions
n∏
k=1
exp
(− xkLj,k(y1, . . . , yn))
1− e(TrK/Q(δνvj,k)) exp (− Lj,k(y1, . . . , yn))
sont de´veloppables en se´rie entie`re convergente en (y1, . . . , yn) dans un voisinage
de (0, . . . , 0), pour j ∈ J , x ∈ R(j, a) et 1 ≤ δ ≤ c− 1.
D’apre`s le the´ore`me B.14, formule (37) on a pour s ∈ C
Γ(s)nζ
f
(a−1, c, s) = N(a)s
c−1∑
δ=1
∑
j∈J
∑
x∈R(j,a)
e
(
TrK/Q(δνx)
)(
exp(2iπs)− 1)n×
×
∫
Iε(+∞)
. . .
∫
Iε(+∞)︸ ︷︷ ︸
n fois
n∏
k=1
exp
(− xkLj,k(y))
1− e(TrK/Q(δνvj,k)) exp (− Lj,k(y)) (y)s−1dy
La formule des comple´ments pour la fonction Gamma
Γ(s)Γ(1− s) = π
sin(πs)
implique que
(38) ζ
f
(a−1, c, s) =
N(a)s
(2iπ)n
c−1∑
δ=1
∑
j∈J
∑
x∈R(j,a)
e
(
TrK/Q(δνx)
)(
Γ(1 − s))n×
×
∫
Iε(+∞)
. . .
∫
Iε(+∞)︸ ︷︷ ︸
n fois
n∏
k=1
exp
(− xkLj,k(y))
1− e(TrK/Q(δνvj,k)) exp (− Lj,k(y)) (y)s−1dy
Si s = 1 − m avec m ∈ Z≥1 alors la valeur de la fonction sous le signe
d’inte´gration est la meˆme sur les deux droites
−−−−−→
[+∞, ε](+) et −−−−−→[ε,+∞](−) et donc
la formule (38) devient
ζ
f
(a−1, c, 1−m)(
Γ(m)
)n = N(a)s(2iπ)n
c−1∑
δ=1
∑
j∈J
∑
x∈R(j,a)
e
(
TrK/Q(δνx)
)×
×
∫
−−−−→
C(0,ε)
. . .
∫
−−−−→
C(0,ε)︸ ︷︷ ︸
n fois
n∏
k=1
exp
(− xkLj,k(y))
1− e(TrK/Q(δνvj,k)) exp (− Lj,k(y)) (y)−mdy
Le the´ore`me des re´sidus donne alors le re´sultat.
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Bien entendu la remarque B.3 s’applique.
Ce corollaire permet d’interpoler p-adiquement sur des progressions arith-
me´tiques de raison φ(q) les valeurs ζ
f
(a−1, c, 1−m). On construit, en suivant la
me´thode de P. Cassou-Nogue`s, [6], les fonctions zeta partielles p-adiques d’une
classe de rayon modulo f tordues a` la Mazur-Manin. A` partir de la` on construit
les fonctions zeta et L p-adique du corps totalement re´el K, ζ
K,p
(s), LK,p(χ, s),
leurs mesures p-adiques et leurs se´ries d’Iwasawa associe´es.
C Rappels d’analyse p-adique.
Nous allons rappeler quelques re´sultats sur les fonctions anlytiques borne´es dans
B(0, 1)− et sur les mesures p-adiques sur Zdp qui nous serons utiles pour la suite.
Nous suivons A. Robert, [31], et J.-P. Serre, [35].
Notation C.1. Soit Lp ⊂ Cp une extension (finie ou infinies) de Qp. On
note Ab(Lp) l’espace de Banach des fonctions analytiques p-adiques borne´es sur
B(0, 1)− muni de la norme ‖F‖Ab = sup|T |<1|F (T )| a` coefficients dans une
extention finie Lp
Ab(Lp) : =
{
F (T ) =
∑
n≥0
anT
n ∈ Lp[[T ]]
∣∣∣ sup
n≥0
|an| = ‖F‖Ab < +∞
}
m
=
{
F (T ) =
∑
n≥0
anT
n ∈ Lp[[T ]]
∣∣∣ sup
|T |<1
|F (T )| = ‖F‖Ab < +∞
}
Notation C.2. On note Cd = C(Zdp,Lp) l’espace de Banach p-adique des fonc-
tions continues sur Zdp a` valeurs dans Lp muni de la norme de la convergence
uniforme sur Zdp note´e ‖ ‖C. Si f ∈ Cd on a par de´finition
‖f‖C = sup
(t1,...,td)∈Zdp
∣∣f(t1, . . . , td)∣∣
Rappelons que C(Zdp,Cp) ≃ ⊗̂
dC(Zp,Cp), [1], [35]. Donc
((
t1
k1
)
. . .
(
td
kd
))
k∈Zd
≥0
est une base normale au sens de [35] de C(Zdp,Cp). Autrement dit
f(t) ∈ Cd ⇐⇒ ∃ (an1,...,nd)n∈Z≥0)d , limn→∞ an = 0
f(t1, . . . , td) =
∑
n∈(Z≥0)d
an1,...,nd
(
t1
n1
)
. . .
(
td
nd
)
, ‖f‖C = sup
n∈Z≥0)d
∣∣an∣∣
Notation C.3. On note C′d = C′(Zdp,Lp) le dual topologique de l’espace de
Banach Cd = C(Zdp,Lp), c’est a` dire l’espace de Banach des Lp-formes line´aires
continues sur Cd muni de sa norme naturelle ‖ ‖M. Ses e´le´ments conforme´ment
C.1 Rappels sur le µ-invariant analytique. 85
a` [35] seront les mesures p-adiques sur Zdp. Si dα ∈ C′d est une mesure p-adique
on note pour f ∈ Cd,
∫
Zdp
f(t)dα(t), la valeur de la mesure dα sur la fonction
f ∈ Cd et
‖dα‖M = sup
f∈Cd
‖f‖C=1
∣∣∣∣∣
∫
Zdp
f(t)dα(t)
∣∣∣∣∣
la norme de la mesure dα.
On de´duit imme´diatement de la description donne´e ci-dessus de Cd que C′d ≃
b0(Z
d
≥0) ou` b0(Z
d
≥0) est l’espace de Banach des suites borne´es d’e´le´ments de C
d
p
muni de la norme supk∈Zd
≥0
∣∣ak∣∣ si (ak)k∈Zd
≥0
∈ b0
(
Zd≥0
)
.
Il est imme´diat que b0(Z
d
≥0) ≃ Cp⊗O[[T1, . . . , Td]] (isomorphisme d’espaces
de Banach). En effet on pose pour k = (k1, . . . , kn) ∈ (Z≥0)d
ak =
∫
Zdp
(
t1
k1
)
. . .
(
td
kd
)
dα(t)
ce qui de´finit dα de manie`re unique.
On a clairement ‖Fα‖Ab = ‖α‖M.
C.1 Rappels sur le µ-invariant analytique.
De´finition C.1. Si F (T ) ∈ Cp[[T ]] est une fonction analytique borne´e sur
B(0, 1)−, on pose
(39) ‖F‖Ab := sup
|T |<1
|F (T )| = p−µ
µ est le µ-invariant analytique d’Iwasawa de la fonction analytique borne´e F (T ).
On note C(Zp,Cp) l’espace de Banach des fonctions continues sur Zp a` valeurs
dans Cp muni de la norme de la convergence uniforme sur Zp,
‖f‖C = sup
t∈Zp
|f(t)|, f ∈ C(Zp,Cp)
De´finition C.2. Si dα est une mesure p-adique sur Zp c’est a` dire un e´le´ment
du dual de Banach de C(Zp,Cp) on pose
(40) ‖α‖M = sup
f∈C(Zp,Cp)
∣∣∣ ∫Zp f(t)dα(t)∣∣∣
‖f‖M = p
−µ
µ est le µ-invariant analytique d’Iwasawa attache´ a` la mesure dα.
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On associe a` toute mesure dα sur Zp une fonction analytique borne´e Fα(T )
par la formule
(41) Fα(T ) =
∫
Zp
(1 + T )tdα(t)
On obtient ainsi un isomorphisme d’espace de Banach entre l’espace de Banach
des fonctions analytiques borne´es, Ab, et l’espace de Banach des mesures sur
Zp, cf. [3], [32].
On posera si f ∈ C(Zp,Cp)∫
Z∗p
f(t)dα(t) =
∫
Zp
ϕ
Z∗p
(t)f(t)dα(t)
ou` ϕ
Z∗p
∈ C(Zp,Cp) est la fonction caracte´ristique de Z∗p.
Proposition C.3. Les deux µ-invariants analytiques de´finis par les e´galite´s
(39) et(40) co¨ıncident.
De´monstration: E´vident d’apre`s ce qui pre´ce`de.
C.2 Rappels sur les mesures et les fonctions analytiques borne´es.
Les re´sultats ci-dessous sont de´taille´ dans [4], [2], [32] ou [38]
Lemme C.4. Si F ∈ Ab(Lp) Il existe une unique mesure sur Zp, dAF (t) telle
que F (T ) =
∫
Zp
(1 + T )tdAF (t).
Pour tout entier h ≥ 0 il existe un unique polynoˆme
Fh(T ) =
ph−1∑
j=0
bj,h(1 + T )
j ∈ L[T ]
de degre´ au plus ph − 1 tel que
∀ γ ∈ Υph , Fh(γ − 1) = F (γ − 1)
On a
F (T ) = Fh(T ) +
(
(1 + T )p
h − 1
)
Gh(T )
avec ‖Fh‖Ab ≤ ‖F‖Ab Gh(T ) ∈ Ab(Lp), ‖Gh‖Ab ≤ ‖F‖Ab
Si Fh(T ) =
∑ph−1
j=0 bj,h(1 + T )
j alors
bj,h =
∫
Zp
ϕj,h(t)dAF (t)
sup
h≥0
(
sup
0≤j≤ph−1
|bj,h|
)
= ‖F‖Ab = ‖dA‖M
∃h0 tel que ‖Fh0‖Ab = ‖F‖Ab
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De´monstration: Voir [4] ou [32]
Corollaire C.5. On garde les notations du lemme C.4. Soit G(T ) ∈ Ab alors
‖G‖Ab ≤ ‖F‖Ab =⇒
∥∥∥F (T ) + ((1 + T )ph0 − 1)G(T )∥∥∥
Ab
= ‖F‖Ab
De´monstration: E´vident
Lemme C.6. Les espaces de Banach (Ab(Lp), ‖ ‖Ab) et (C′(Zp,Lp), ‖ ‖M) sont
isomorphes
C′(Zp,Lp) ∼↔ Ab(1)
dA −→ FA
AF ←− F
L’isomorphisme est donne´ par
FA(T ) =
∫
Zp
(1 + T )tdA(t)←→
∫
Zp
ϕa,h(t)dAF (t) =
1
ph
∑
γ∈Υ
ph
γ−aF (γ − 1)
ou` ϕa,h(t) est la fonction caracte´ristique de la boule ferme´e de Zp de centre
a ∈ Zp et de rayon ph .
De´monstration: Voir [4], [32]. La dernie`re e´galite´ vient de ce que L est un
corps local donc son anneau de valuation est discret et son corps re´siduel est
fini.
Corollaire C.7. Si FA∗(T ) =
∫
Z∗p
(1 + T )Lu(t)dA∗(t) et si GA∗(T ) =
∫
Z∗p
(1 +
T )〈t〉dA∗(t), alors
∥∥FA∗∥∥Ab = ∥∥GA∗∥∥Ab .
De plus si h0 est une entier tel que
FA∗(T ) =
ph0−1∑
k=0
bk,h0(1 + T )
k +
(
(1 + T )p
h0 − 1)FA∗,h0(T )
avec
∥∥FA∗,h0∥∥Ab ≤ ∥∥FA∗∥∥Ab
alors il existe une permutation σ des entiers k ∈ [0, ph0 − 1] telle que
GA∗(T ) =
ph0−1∑
k=0
bσ(k),h0(1 + T )
k +
(
(1 + T )p
h0 − 1)GA∗,h0(T )
avec
∥∥GA∗,h0∥∥Ab ≤ ∥∥GA∗∥∥Ab
De´monstration: E´vident, car Lu est une isome´trie de 1 + qZp sur Z∗p, voir
aussi [5] ou [38].
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Lemme C.8. Soit α ∈ C′d, l’application
C′d −→ Ab
α 7−→
∫
Zdp
(1 + T )t1+···+tndα(t) = Fα(T )
est une application continue et de plus ‖Fα‖Ab ≤ ‖α‖M.
De´monstration: On a
(1 + T )t1+···+tn =
∑
(k1,...,kd)∈Z≥0
(
t1
k1
)
. . .
(
td
kd
)
T k1+···+kd
Posons avec les notations C.3
ak =
∫
Zdp
(
t1
k1
)
. . .
(
td
kd
)
dα(t)
Alors
Fα(T ) =
∞∑
k=0
( ∑
k1+···+kd=k
ak1,...,kd
)
T k
il est imme´diat que
‖Fα‖Ab = sup
k∈Z≥0
∣∣∣∣ ∑
k1+···+kd=k
ak1,...,kd
∣∣∣∣ ≤ sup
k∈Z≥0
∣∣ak1,...,kd∣∣ = ‖α‖M
C.3 Mesures p-adiques a` d-variables.
Tout ce qui suit est juste une re´e´criture du paragraphe 1 de [38] ge´ne´ralise´ a`
d-variables.
Soit dα ∈ C′(Zdp,Cp), soit X un ouvert compact de Zdp et soit ϕX(t) sa
fonction caracte´ristique.
De´finition C.9. La restriction de dα a` X est la mesure sur X note´e dα
X
ou
dα, si aucune confusion n’est a` craindre, telle que∫
X
fX(t)dαX (t) =
∫
Zp
f(t)ϕ
X(
t)dα(t)
pour toute fonction f ∈ C(Zdp,Cp), ou` fX est la fonction f restreinte a` X,
fX = fϕX .
Notation C.4. On pose pour (T1, . . . , Td) ∈
(
B(0, 1)−
)d
et (t1, . . . , td) ∈ Zdp
(1 + T )
t
= (1 + T1)
t1 . . . (1 + Td)
td et Fα(T ) =
∫
Zdp
(1 + T )
t
dα(t)
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Lemme C.10. Soit dα ∈ C′d. Supposons que∫
Zdp
(1 + T )
t
dα(t) =
∫
Zdp
(1 + T1)
t1 . . . (1 + Td)
tddα(t) = Fα(T1, . . . , Td)
soit une fraction rationnelle de Cp(T1, . . . , Td). Soit X un ouvert compact de
Zdp et soit αX la restriction de la mesure α a` X, alors
Fα
X
(T1, . . . , Td) =
∫
X
(1 + T1)
t1 . . . (1 + Td)
tddα(t)
est encore une fraction rationnelle de Cp(T1, . . . , Td).
De meˆme Fα(T ) =
∫
Zdp
(1 + T )t1+···+tddα(t) est une fraction rationnelle de
C(T ). Si X est un ouvert compact de Zp
Fα
X
(T ) =
∫
X
(1 + T1)
t1+···+tddα(t)
est aussi un fraction rationnelle de Cp(T )
De´monstration: Par de´finition si ϕ
X
(t) est la fonction caracte´ristique de X ,
on a
Fα
X
(T1, . . . , Td) =
∫
Zdp
(1 + T1)
t1 . . . (1 + Td)
tdϕ
X
(t)dα(t)
Or ϕ
X
(t) est une fonction localement constante sur Zdp. Il existe donc un entier
h et un ensemble fini I ⊂ Zd≥0 tel que pour chaque d-uplet i = (i1, . . . , id) ∈ I
on se donne un d-uplet γ = (γi1 , . . . , γid) de racines p
h-ie`mes de l’unite´ on ait
pour tout t ∈ Zdp
ϕ
X
(t) =
∑
i∈I
aiγ
t1
i1
. . . γtdid , avec |I| ≤ ∞
Donc
Fα
X
(T1, . . . , Td) =
∑
i∈I
ai
∫
Zdp
(
(1 + T1)γi1
)t1
. . .
(
(1 + Td)γi1
)tdϕ
X
(t)dα(t)
=
∑
i∈I
aiFα
(
(1 + T1)γi1 − 1, . . . , (1 + Td)γid − 1
)
sur cette formule il est e´vident que Fα
X
(T1, . . . , Td) ∈ Cp(T1, . . . , Td). Le reste
est e´vident.
De´finition C.11. Si (a1, . . . , ad) = a ∈ (Z∗p)d on note α ◦ a la mesure sur Zp
de´finie par∫
Zdp
ϕ
O1
(t1) . . . ϕOd
(td)d(α ◦ a)(t) :=
∫
O1×···×Od
d(α ◦ a)(t)(42)
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=
∫
a1O1×···×adOd
dα(t)
=
∫
Zdp
ϕ
O1
(a−11 t1) . . . ϕOd (a
−1
d td)dα(t)(43)
pour tout d-uplet (O1, . . . , Od) de boules ferme´es de Zp.
On a la formule suivante si a · t := (a1t1, . . . , adtd)
(44)
∫
Zdp
f(a · t)dα(a · t) =
∫
Zdp
f(t)dα(t), f ∈ Cd, a ∈ (Z∗p)d
il suffit de la de´montrer pour f(t) = ϕ1(t1) . . . ϕd(td) ou` ϕi(t) est la fonction
caracte´ristique d’une boule ferme´e Oi de Zp. Or∫
Zdp
ϕ1(a1t1) . . . ϕd(adtd)dα(a · t) =
∫
Zdp
ϕ1(t1) . . . ϕd(td)dα(t)
d’apre`s les relations (43).
En particulier si l’on pose
(1 + T )t = (1 + T1)
t1 . . . (1 + Td)
td et Fα(T ) =
∫
Zdp
(1 + T )t dα(t)
alors la se´rie de Taylor associe´e a` la mesure α ◦ a pour a ∈ (Z∗p)d est
Fα
(
(1 + T )
−a − 1) = Fα((1 + T1)−a1 − 1, . . . , (1 + Td)−ad − 1)(45)
=
∫
Zdp
(1 + T )t d(α ◦ a)(t)(46)
Enfin si O = O1 × · · · ×Od ⊂ Zdp ou` Oi est un ouvert compact de Zp alors
(47) α ◦ a
O
= α
a·O
◦ a
Notons C∗′d le dual topologique de C
(
(Z∗p)
d,Cp
)
. Posons
Λd = Λd(Cp) := C′(Zdp,Op) ≃ Op[[T1, . . . , Td]]
Λ∗d = Λ
∗
d(Cp) := C′
(
(Z∗p)
d,Op
) ≃ Op[[T1, . . . , Td]]
et donc
C′d ≃ Cp ⊗Op[[T1, . . . , Td]] C∗′d ≃ Cp ⊗Op[[T1, . . . , Td]]
Si
F (T =
∫
Zdp
(1 + T1)
t1 . . . (1 + Td)
tddα(t) ∈ C′d
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alors on lui associe par restriction
F ∗(T ) =
∫
(Z∗p)
d
(1 + T1)
t1 . . . (1 + Td)
tddα(t)
= F (T1, . . . , Td)− 1
pd
∑
γp1=1
· · ·
∑
γpd=1
F (γ1(1 + T1)− 1, . . . , γd(1 + Td)− 1)
=
∫
(Z∗)d
(1 + T1)
t1 . . . (1 + Td)
tddα(t)−
− 1
pd
∑
γp1=1
· · ·
∑
γpd=1
∫
Zdp
(
γ1(1 + T1)
)t1
. . .
(
γd(1 + Td)
)t1
dα(t)
On a donc aussi
C∗′d ≃ Op[[T1, . . . , Td]]
A toute mesure dα(t) sur Zdp on peut assicer une mesure dA(t) sur Zp en
posant ∫
Zdp
(1 + T )t1+···+tddα(t) =
∫
Zp
(1 + T )tdA(t)
Lemme C.12. Soit dα(t) une mesure sur Zdp de support S et soit
W =
{
w ∈ Zp
∣∣ ∃ (t1, . . . , td) ∈ S, t1 + · · ·+ td = w}
alors le support de la mesure dA est contenu dans W .
De´monstration: E´vident.
De´finissons maintenant la Gamma-transforme´e restreinte de la mesure dα ∈
C′d.
De´finition C.13. La Gamma-transforme´e restreinte , dA(t), de la mesure
dα∗ ∈ C∗d ′ est l’unique mesure sur Zdp telle que∫
Zdp
(1 + T )t1+···+tddA(t) =
∫
Zdp
(1 + T )Lu(t1+...,+td)dα∗(t)(48)
On a la proposition suivante
Proposition C.14. Si le support Xd de dα
∗ est tel que
Xd ⊂
{
(t1, . . . , td) ∈ Zdp
∣∣ |t1 + · · ·+ td| = 1}
alors il existe une unique fonction analytique sur B(1, qp−
1
p−1 )−, Γα∗(s) telle
que
Γα∗(s) = lim
k∈Z≥0
k→s
k≡0 (mod p−1)
k→∞
∫
(Z∗p)
d
(t1 + · · ·+ td)kdα∗(t)
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La fonction Γα∗ est encore appele´e la Gamma-transforme´e restreinte de la me-
sure p-adique, dα∗, sur Zdp. Elle admet la repre´sentation inte´grale
Γα∗(s) =
∫
Xd
〈t1 + · · ·+ td〉sdα∗(t)
De´monstration: On note Xcd = (Z
∗
p)
d \Xd le comple´mentaire dans (Z∗p)d de
l’ouvert compact Xd, alors∫
(Z∗p)
d
(t1+ · · ·+td)kdα∗(t) =
∫
Xd
(t1+ · · ·+td)kdα∗(t)+
∫
Xcd
(t1+ · · ·+td)kdα∗(t)
Sur Xcd on a |t1 + · · ·+ td| < p−1. Il est alors clair que
lim
k∈Z≥0
k→s
k≡0 (mod p−1)
k→∞
∫
Xcd
(t1 + · · ·+ td)kdα∗(t) = 0
Sur Xd on a
lim
k∈Z≥0
k→s
k≡0 (p−1)
k→∞
(t1 + · · ·+ td)k = 〈t1 + · · ·+ td〉s =
( t1 + · · ·+ td
ω(t1 + · · ·+ td)
)s
Donc
Γα∗(s) =
∫
Xd
〈t1 + · · ·+ td〉sdα∗(t)
Pour (t1 + · · · + td) ∈ Xd la fonction s 7→ 〈t1 + · · · + td〉s est une fonction
analytique sur la boule ouverte de Cp, B
(
1, qp−
1
p−1
)
. Il en est de meˆme de
s 7→ Γα∗(s).
Proposition C.15. Pour toute mesure p-adique, dα∗, sur (Z∗p)
d et pour tout
ge´ne´rateur topologique, u, de 1 + qZp il existe une unique se´rie de Taylor de
Ab(Cp), Gα∗,u(T ) ∈ Cp ⊗Op[[T ]], telle que
∀ s ∈ Zp, Gα∗,u(us − 1) = Γα∗(s)
Cette se´rie sera appele´e la se´rie d’Iwasawa associe´e a` la mesure dα∗.
De´monstration: L’unicite´ est e´vidente car Zp ⊂ B(0, 1)− et posse`de des
points d’accumulation.
Pour l’existence posons
(49) Gα∗,u(T ) =
∫
Xd
(1 + T )−Lu(t1+···+td)dα∗(t)
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Il est imme´diat que Gα∗,u(T ) ∈ Cp ⊗Op[[T ]]. En effet la formule (49) montre
que Gα∗,u(T ) ∈ Ab, [4] ou [32]. De plus il est e´vident que
(1 + T )−Lu(t1+···+td)
T=us−1
= 〈t1 + · · ·+ td〉s, s ∈ B
(
1, qp−
1
p−1
)
On a donc bien Gα∗,u(u
s − 1) = Γα∗(s)
Sinnott, [38] a donne´ une expression de Gα∗,u(T ) que nous ge´ne´ralisons dans
le cours de la de´monstration du the´ore`me 4.8 page 32
Proposition C.16. Soit dα∗ une mesure p-adique sur (Z∗p)
d. Soit U = 1+qZp,
soit V ≃ (Zp/pZp)∗ les repre´sentants de Teichmu¨ller de Z∗p soit
W =
{
(η˜1, . . . , η˜d) ∈ (V ∪ 0)d
∣∣∣ ω( d∑
i=1
η˜i
)
= 1
}
Soit β∗ la mesure sur (Z∗p)
d telle que
β∗ =
∑
η˜∈W
α∗ ◦ η˜
alors
Γα∗(s) =
∫
Ud
(u1 + · · ·+ ud)sdβ∗(u)
Si u est un ge´ne´rateur topologique de U alors
Gα∗,u(T ) =
∫
Xd
(1 + T )−Lu(t1+···+td)dα∗(t)
=
∫
Ud
(1 + T )−Lu(u1+...ud)dβ∗(u)
est la se´rie d’Iwasawa associe´e a` Γα∗
De´monstration: Voir [38].
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